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CHAPITRE PREMIER

Structure de groupe

1. ) Ona(0*0)*x1=(0-0—-1=-1et0*(0*1)=0-(0—1)=1donc
* n'est pas associative. De plus 0+ 1=0-1=-1et1*x0=1-0=1
donc * n'est pas non plus commutative.

b) Soit aeZ. a+ e = a, soit a—e = a implique e =0. De plus a*0 =
a—0 = a pour tout a € Z. Donc 0 est 'unique élément neutre a
droite pour *. Si a #0, on a 0+ a = —a # a donc 0 n’est pas un
élément neutre.

c) PourtoutaeZ, onaa*a=a—-a=0,donc a est un symétrique a
droite de a.

2. Laloi * admet 0 comme élément neutre. En effet, pour tout a € Q
onaa*x0=a+0+ax0=a etde méme 0+ a = a. En revanche, on
aax(-1)=a-1-a=-1#0, donc -1 n'est pas symétrisable. En
conclusion, (Q, *) n'est pas un groupe.

Remarque. Posons A =Q\{—1}. Nous allons montrer que (A, #) est un
groupe abélien.

— Soita,be A.Onal+a#0etl+b#0.En remarquant que
ax*b=1+a)(1+b)—1 on voit que a*b # —1 et donc que la
restriction de * a A x A définie bien une loi interne.

— On sait déja que 0 est ’élément neutre de la loi *.
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— Soit a,b,ce A, on a

a*(bxc)=a+b=*c)+abx*c)
=a+b+c+bc+ab+ac+abc
=(a+b+ab)+c+(a+b+ab)c
=(a*b)+c+(a*b)c

=(a=*b)*c.

donc la loi * est associative.
— Laloi * est clairement commutative.
— SoitaeA,ona
2

a a a
a*(— ):a— - =0.
l+a l+a 1l+a

donc tout élément de A est symétrisable.

3. Soit x € G, x’ un symétrique a droite de x et e un élément neutre a
droite. On a

xx' =e
x'(xx)=x'e
x'x)x =x'.

En multipliant a droite par I'inverse de x/, il reste x'x = e, donc x’
est aussi un symétrique a gauche. De plus ex = (xx')x = x(x'x) = xe=x
donc e est aussi un élément neutre a gauche. On a démontré que (G,-)
est un groupe.

4. Du fait que tout élément de G est simplifiable a gauche et a droite,
les applications translation a gauche et translation a droite sont in-
jectives. Comme en plus G est fini, elles sont bijectives. Autrement
dit, pour tout (a,b) € G2, chacune des équations ax =b et xa=>b
d’inconnue x posséde une unique solution.

Montrons 'existence d'un élément neutre. Soit a € G. 1l existe g € G
tel que ga = a. Vérifions que g est un neutre a gauche. Soit x € G. 1l
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existe h € G tel que x = ah. On a alors gx = g(ah) = (ga)h = ah = x,
ce qui prouve que g est un neutre a gauche. De méme, on montre
I'existence d’'un neutre a droite g’. Enfin on a gg’ = g’ car g est un
neutre a gauche, et gg' = g car g’ est un neutre a droite, d'out g = g'.
Notons e I'élément neutre.

Il reste a montrer que tout élément de G est inversible. Soit x € G. 1l
existe y € G tel que xy = e. Donc y(xy) = y soit (yx)y = y. Multiplions
membre a membre par 'inverse a droite de y. Nous obtenons yx = e.
Donc x est inversible.

Finalement (G, ) est un groupe.

5. a) Soit H le sous-groupe de S; engendré par les transpositions T;»
et T34: H=(T12,T34) = {e, T12, T34, T12T34}. Il est clair que pour tout
xeH,x’=e.

b) Soit (x,y) € G2. Alors x> = e et y> = e impliquent x ' =x et y™! = y.

Dot xyx~'y~! = xyxy = (xy)? = e donc xy = yx, et le groupe G
est abélien.

6. Lapplication f vérifie f o f =idg, c’est donc une permutation.
Supposons que G soit abélien. Alors pour tout (x,y) € G, on a

fay=an =y xT=x"y = f0f

donc f est un automorphisme (Proposition 1.66).

Réciproquement, si f est un automorphisme, alors pour tout (x, y) €
G%ona fx 'y H=faxHfy ™ dou xty Hl=uxHlyH!
puis yx = xy donc G est abélien.

7. Soit G un groupe d’ordre 2n. On définit sur G une relation d’équiva-
lence £ ainsi:

x,yeEG, xRyex=youx=y .

La classe d’équivalence d’'un élément x € G est X = {x, x~'}. Soit {x;};e1
une famille de réprésentants des classes distinctes modulo %. On
a 1 <|x;| <2. On note k le nombre de classes de cardinal 1 et [ le
nombre de classes de cardinal 2. De Y ;1 |X;| =2n on tire k+21=2n
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puis k =2(n—1), c’est-a-dire que le nombre d’éléments x € G tel que

x? = e est nécessairement pair. Comme e est I'un d’eux, il existe au

moins un x € G distinct de e tel que x* = e.

8. a) Lensemble U est une partie de Q*. De plus, si xe U et ye U, on
axyeUetx ! =xeU, donc (U, x) est un sous-groupe de (Q*, x
b) Lapplication ¢: U — @ définie par @(1) = 0 et p(—1) =1 est un
homomorphisme de groupes; en effet,
e x1)=¢pd)= 0=

0= +¢(),
e x(-1))=@(-1)=1=0+1

+
0+1=¢)+¢p(-1)

et

PU-Dx(-1)=@1)=0=T+1=@(=1) +@(-1).

De plus, I'application ¢ est clairement bijective, donc les groupes

(U, x) et (&, +) sont isomorphes.

a
it — Ton’ 10”‘ —eD,+)c(Q,+).0On a

a b al0™-p10"

10n 10m  10n+m
a b
avec al0™—-b10" € Z et n+ meN donc — — —— € D. Ainsi (D, +) est
107 10™

un sous-groupe de (Q, +).

10. a) Q, estun sous-groupe de (Q, +), en effet pour tout (a, n) € ZxN,
ona
a b _ap™-bp"

W_pm_ pn+m
m_pphez N donc & - 2
avec ap™ —-bp"e€Zetn+me oncﬁ—p—mer.
Ensuite

a 1
= —_— 7= J—
&= Uipmeczi= U

neN neN
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b) ¢ est clairement injective, et de I'égalité pin = p# on déduit

qu’elle est également surjective et donc que ¢ est une permutation
de Q.

Pour tout (x,y) € Qz, ona@(x+y) =px+y)=px+py=px)+ey).
Or un homomorphisme bijectif est un isomorphisme (Proposition
1.66) donc ¢ est un automorphisme du groupe (Qp, +).

11. Rappelons que la racine carrée d’'un entier naturel qui n'est pas
un carré parfait est irrationel. ! En particulier, la racine carrée d'un
nombre premier est irrationel.

— Gy ={a+byp;(a,b) € ZxZ} est un sous-groupe de (R, +).
On a G; cR. Soient a+by/peGy,a' +b'/peG;.Ona

(a+bvp)— (@ +b'Vp)=(a-ad)+b-b)VpeG;

— Gy ={a+byp;(ab)e(Q?*} est un sous-groupe de (R*, x).
Puisque /p est irrationel, G, = R*. Soient a+ by/p € G, et a' +
b'v/p € G. En multipliant le dénominateur et le numérateur par
le conjugué a’ — b'\/p de a' + b’'/p, nous obtenons

aa' —pbb'  a'b-ab
/2_pb/2 + a'? b12

(a+byVp)x (@ +bvVp) = VpeG,.

— Gs={a+ibyp;ZxZ} est un sous-groupe de (C,+).
Clairement G < C. Soient a+iby/p € Gz et @’ +ib’/p € G3. On a

(a+ibyp) - (d' +ibyp) = (a—a') +i(b—b)Vp € Gs.

— Gyg={a+iby/p;(a,b) € (Q*)*} est un sous-groupe de (C*, x).

1. Soit d un entier naturel qui n’est pas un carré parfait. Supposons que v'd soit
rationnel, alors 'ensemble S = {k € N* ; kv/d € N} est une partie non vide de N*. Notons
m sont plus petit élément. Le nombre / = (vV/d - [vV/d))m est un entier non nul tel que
IVd =md-[vVdimvdeN, donc [€S. Or [ < m, ce qui contredit la définition de m,
donc v/d est irrationel.
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Puisque +/p est irrationel, G, = C*. Soient a+iby/p € G4 et a’ +
ib’y/p. On vérifie que

aa —bb'p _d'b-ab
a/z + b/2p la/Z + b/2p

(a+ibVp) x (d +ib'Vp)~' = VP € Gy.
12. L'énoncé comporte une petite erreur de frappe. La définition cor-
recte de 'ensemble I'y, est

Ilw=1{zeC;IneN*,z"=1}.

11 est clair que I'y, est une partie non vide (1 € I',) de C*. Soit (z, w) €
I'2 . 1l existe (n,m) € N*2 tel que z" = 1 et w™ = 1. On a alors nm # 0
et (zw™H" = (2" (w™)™" =1, donc zw™! € T'. Le théoréme 1.24
permet de conclure que I', est un sous-groupe de (C*, x).

Remarque. Notons que I'n, = U, U, ou U, est le sous-groupe des
racines n-iéme de 'unité (exemple 1.30). Or nous savons que l'union
d'une famille de sous-groupes n’est, en général, pas un sous-groupe
(exemple 1.26). La famille {U,},>1 n’étant pas totalement ordonnée
pour l'inclusion (par exemple, U, et Us ne sont pas comparables),
la proposition 1.27 n’est pas applicable. En revanche, on vérifie fa-
cilement que pour tous entiers n =1 et m =1, on a U, € Uy, et
U, € Ujyp. On dit que 'ensemble ordonné ({U,, },51, <) est filtrant a
droite. Cet exemple suggere une extension de la proposition 1.27:

PROPOSITION. Soient G un groupe et {H;}ic1 une famille de sous-
groupes de G ordonnée par l'inclusion. Si pour tout (i, j) € 12, il existe
kel tel queH; cHy et Hj € Hy, alors U H; est un sous-groupe de G.

13. C’est un cas particulier du lemme 1.77 appliqué au groupe (R, +).
14. Pour tout (x,y) €eR*, on a

Fay) =lxyl=Ixllyl= f(x) f(y)
donc f est un homorphisme de groupes. De plus

f)=1<< |x|=1 <<= x=1loux=-1
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donc Ker(f) = {-1;+1}.
Pour tout (z, w) € C*, on a

glzw) =lzw| =zllw| = g(2)g(w)
donc g est homorphisme de groupes. De plus
g(2)=1 < |z|]=1
donc Ker(f) =U.
15. " Montrons que A est un homomorphisme. Pour tout (x, y) €
o A(x+y) =10 =10* x 10 = A(0)A(y).
— A est injective; en effet,
Ax)=1 = 10¥=1 = x=0.
— A est sujective, car pour tout y € R},
Adogp ) = y.
En conclusion, A est un isomorphisme de groupes.

16. a) Tout élément de H qui commute avec tous ceux de G commute
a fortiori avec tous ceux de H d’ot1 Z(G)nH < Z(H). De plus Z(G)nH
est un sous-groupe de G donc Z(G) nH < Z(H).

b) Soit y € f(Z(G)). 1l existe x € Z(G) tel que y = f(x). Comme f est
surjective, pour tout z € G/, il existe w € G tel que z = f(w), eton a

zy=fw) f(x)=fwx)=fxw)=f)f(w)=yz

d’ou y € Z(G'). Comme f(Z(G)) est un sous-groupe de G’ inclus
dans Z(G), on conclut que f(Z(G)) < Z(G).

17. a) Soit g, h e Cg(S). Pour tout x€ S, on a
(gh Hx(gh™) ™" =(gh™Hx(hg™=gh ' xhg™ = gxg™' = x.

Donc gh‘1 € Cg(S) et Cg(S) est un sous-groupe de G.
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b) g€Z(G) ©VxeG, gx=xg o VxeG, g€Csx) © g€ Nyeg Ca(x).
c) H=Cg(x) ©VheH, hx=xh < x€Z(H).

18. Pour toute partie non vide S du groupe G, on note %% I'ensemble
des sous-groupes de G contenant S. Nous savons que

H= () L et K= [) L

LeAAAuBUC LeAuc

Montrons que #\usuc = Hhuc- Soit L € A puc. Comme AUB <
L, nécessairement H < L donc L € #jy,c. Réciproquement, soit L €
Juc- Ona AUBCcH L, donc L € #puc. Nous avons montré que
JEAauBUC = Suc, ce qui nous permet de conclure que K = (H, C).

19. Rappelons que le groupe des quaternions Qg est I'ensemble des 8
matrices

(10 (-1 0 (0 1 (0 -1
"=l 1)) 27\lo -1) B7T|-1 o) “Tl1 o)

0 i 0 —i -i 0 i 0
L O e S L O [ T
muni de la multiplication des matrices.
Montrons que Qg = (A,B). Comme A€ Qg et Be Qg, on a (A,B) <
Qs. De plus, on vérifie que q; = A%, g = A?, g3 = A, g4 = A3, g5 =B,
gs = B3, g7 =BA et gg = AB, donc Qg < (A, B).

20. Quel que soit x € R*, notons My la matrice (§ §). La multiplication
des matrices s’écrit

MM, =My, =M, = M,M,

pour tout (x,y) € R*2. 1l s’ensuit que la multiplication des matrices
définit une loi interne commutative sur I'ensemble I'. Nous savons
déja que cette loi est associative. Elle admet pour élément neutre la
matrice M;, de plus toute matrice My est inversible d’inverse M -1,
en effet MyM -1 =M, -1 = M;. Nous avons montré que I'ensemble I
muni de la multiplication des matrices est un groupe abélien.
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Le groupe I' n’est pas un sous-groupe de GL(2,R); en effet, les
matrices M, ont un déterminant nul et donc ne sont pas inversibles
dans GL(2,R).

Montrons que les groupes I et (R*, x) sont isomorphes. Soit I'ap-
plication ¢: I' — R* définie par @(M,) = x. Lapplication ¢ est un
morphisme de groupes. En effet, pour tout (My,M,) € I?,ona

(P(MxMy) = (P(Mxy) =Xy = (P(Mx)(p(My)

Le morphisme ¢ est injectif, car ¢(M,) = 1 implique x =1 c’est-a-dire
M, = M;. Enfin, le morphisme ¢ est surjectif, car pour tout x € R*, on
a p(My) = x. On conclut que ¢ est un isomorphisme de groupes, donc
que les groupes I et (R*, x) sont isomorphes.

21. a) La correspondance | est une application.
Soient (x,x’,y,y") € Z*. Lidentité

Xy -xy=x0@ -y +yx -x
montre que si n divise x' — x et y' - y, alors n divise x'y’ - xy. Au-
trement dit,six=x"et y=y/, alors xy = x'y'.
(n) est un anneau unitaire commutatif.

La multlphcatlon dans 2 {n estassociative: quels que soient X, y, z

dans = yoona

(Xy)z=Xyz=(xy)z=x(yz) =X yz=x(y z).

La multiplication est commutative : quels que soient X, ¥ dans 2
ona

DK
Xy=¥y=Jx=T%.

La multiplication est distributive par rapport a I'addition: quels
que soient X, ¥, z dans %, on a

X(Y+z2)=Xy+z=x(y+2)=Xxy+xz2=Xy+xz2=Xy+Xxy.
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La multiplication admet un élément neutre: quel que soit X dans
%, ona

Xl=xx1=X.

b) L'ensemble G, est fini et nous avons déja démontré que la mul-
tiplication est associative. Soient a, x et y trois éléments de G,
tels que a X = a y. Alors ax = ay, donc p divise a(x — y). Or p ne
divise pas a puisque @ # 0, donc p divise x — y ce qui signifie que
X =Y. Nous en déduisons que la multiplication est simplifiable a
gauche. Elle est commutative, donc elle est également simplifiable
a droite. D’apres le résultat de I'exercice 4, I'ensemble G, muni de
la multiplication définie dans % est un groupe. Par conséquent

tout élément non nul de % est inversible, d’ol1 nous concluons

que (ip) est un corps.

¢) Supposons n non premier. Il existe deux entiers k> 1 et [ > 1 tels
que n=kl. Alors k=71 =0 avec k #0 et [ #0, donc k n’est pas
z

inversible: w n’est pas un corps.

22. Lensemble T est un sous-groupe de GL(2,R). Soient I la matrice
identité de dimension 2 et A la matrice

-1 -1
1 0
Notons Ay la matrice obtenue en permutant les colonnes de A, Ay,

la matrice obtenue en permutant les lignes de A et Ay, la matrice
obtenue en permutant les colonnes et les lignes de A, ainsi

T={LAL,AxyAy Ay b

Comme det(A) # 0, et que permuter les lignes ou les colonnes d'une
matrice conserve le déterminant au signe pres, nous en déduisons
que I' € GL(2,R). Posons H = (A) = {LAAxyt et K=(Ay) ={L,Ay}. Ce
sont deux sous-groupes de GL(2,R). On vérifie que AA, =1y, AyA=Ay,
AxyAy = Ay et AyAy, =1y, dou HK=KH =T. La proposition 1.47 nous
permet alors de conclure que I" est un sous-groupe de GL(2,R).
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Les groupes I' et GL(2, (2)) sont isomorphes. Pour toute matrice
_ . (@b -
M= (4 d) €T, notons M la matrice (‘g H)' On vérifie que
detMM)=ad—-bd=ad—bc=det(M) =1#0,

nous pouvons donc définir I’application

I'— GL( Z )
A @)
M — M.

Lapplication ¢ est un homomorphisme de groupes: soient

weft 2) wels )

B ae+bg af+bh
¢(MN) _(‘D((ce+dg cf+dh))

_|ae+bg af+bh)

alors

ce+dg cf+dh

=peM)p(N).

Lapplication ¢ est injective: soit M = (‘Cl 2) €T, alors M € Ker(y) si
et seulementsiae{-1,1}, b=0,c=0etde{-1,1}, dou Ker(p) =1L
Lapplication ¢ est surjective: les matrices de GL( , @) sont celles

dont les vecteurs colonnes sont ¢ -linéairement indépendants. Nous

trouvons )(? %)(? )( )( )( %)}

=]
[l |
[l Bl |

atle i)

0
1

[l |
[l Bl |

1
0
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L'application ¢ est une injection entre deux groupes de méme cardinal,
donc elle est bijective.
A l'aide de la proposition 1.66 nous concluons que ¢ est un iso-

morphisme.

Les groupes T et S3 sont isomorphes. Les tables de multiplication

des groupes I et Sg sont écrites ci-dessous:

x | T A Ay A L A
I I A Ay Ay L A
Al A Ay T A Ay I
Agy | Ay 1 A I, A, A
Ax | Ay I Ay I A Ay
Ix Ix Ay Ax Axy I A
Ay | Ay Ay L A Ay I
X e 01 02 T T2 T3
e e 01 O T T2 T3
01 01 02 e T3 T1 T2
(o) (o) e (o5] T2 T3 T
T | T1 T2 T3 e 01 O2
T2 T2 T3 T 02 e (0]
T3 T3 T1 T2 (0] (0] e
Soit g: I' — S3 la bijection définie par
g =e, g(A) =0y, 8(Axy) =02,
glAx) =Ty, gy =12, g(Ay) = Ts.

Si nous identifions chaque élement de I" avec son image dans S3 par
I'application g, alors nous constatons que les tables de multiplication
des groupes I' et S3 sont identiques; cela signifie que les groupes I' et
S3 sont isomorphes.

23. a) Les ensembles I'y, I'; et I'3 sont non vides et I'y € GL(2,R),

IycC*etl'zc

z

)"

Pour vérifier la stabilité par rapport a la multi-

plication et a I'inverse, construisons leurs tables de Cayley.
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Posons 1= (}9),A=(%¢4),B=(' %) etC=(97) de sorte que
I'1 ={I,A,B,C}. Sa table de Cayley est:

x| T A B C
I/T A B C
A|lA B C 1
B|B C I A
cC|cC 1 A B

Les tables de Cayley de I'; et I's sont les suivantes:

X ‘ 1 i -1 —i X 2 3 4
1 1 i -1 - 111 2 3 1
i i -1 —i 1 212 4 1 3
-1]|-1 -i 1 i 313 1 4 2
-i] -1 1 i -1 414 3 2 1

Nous en déduisons que I'y est un sous-groupe de GL(2,R), I'; un
sous-groupe de (C*, x) et I's un sous-groupe de %

En identifiant chaque élément du groupe I'; a son image dans le
groupe I'; par la bijection f: I'y — I'; définie par f(I) =1, f(A) =i,
fB)=-1et f(C) = —i, nous constatons que la table de Cayley du
groupe I'; est la méme que celle du groupe I'>. Nous en déduisons
que les groupes I'; et I'y sont isomorphes.

De méme, on montre que les groupes I'y et I's sont isomorphes
a l'aide de la bijection g: I'y — I's définie par g(I) = 1, g(A) = (2),
g(B)=4 et g(C)=3.

De ce qui précede, nous déduisons que I'; est isomorphe a I's
(remarque 1.71).

Remarquons que I'y =(A), T, = (i) et I's = (2), donc les groupes I'y,
I'; et I's sont cycliques.

24. a) Démontrons que K; est un sous-groupe de GL(2,R).

Pour tout (a, b) € {-1,1}?, posons

a 0
M“”’:(o b)
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et notons I, la matrice unité M; ;. Ainsi
Ki={Ip,M;,-1,M_1,1,M_1 1}.
Soit (a,a’,b,b) € {-1,1}*. On a
Mg My =Magpy avec (ad',bb')e{-1,1}7,

donc
Mg, pMa p €Ki

On vérifie que M2 | =1, donc
M} =Mgp €Ki

Lensemble K; est donc un sous-groupe de GL(2,R).

Démontrons que Ky est un groupe.

Soit X et ¥ deux éléments de K, avec (x,y) € {1,3,5,7}2. Le produit
Xy est impair et 8 est pair, donc les représentants de xy sont im-
pairs. On en déduitt que x-y = ? € Ky, donc le produit définit une

loi interne sur K». On sait que g est un anneau, donc le produit

est associatif. élément unité est 1. De plus, pour tout X € K», on a
%2 =1, donc X! = X € K,. Nous avons ainsi démontré que K est
un groupe multiplicatif.

Démontrons que les groupes K; et K, sont isomorphes.
Ecrivons les tables de Cayley des groupes K; et K.
x | L M1 Moy Mo
I I M1 Mo Mo
M1 | M4 I M-1,-1 Mo
M_jp | Mo Moo I M1
M1 | M1 Mo Mpa I

X

|
wl
[$3]]
~I

| Gl Wl =
~| Gl Wl =
Q1 |~ Wi
[SSI R BN [ S]]
=l Wl a1l NI
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Renommons les éléments de la table de Cayley du groupe K; a
l'aide de la bijection ¢: K; — K, définie par

o) =1, @M;-1)=3, @M_;1)=5 et @M_1_1)=7.

En d’autres termes, remplacons x par ¢(x) pour tout x € K;. Nous
obtenons ainsi la méme table de Cayley que celle de K. Cela nous
permet de conclure que les groupes K; et K, sont isomorphes.
Démontrons que K; et K, sont isomorphes au groupe de Klein.
Etant donné que K; et K, sont isomorphes, il suffit de démontrer
que K, est isomorphe au groupe de Klein. Posons H; = {1,3} et
H, = {1,5}. Ce sont deux sous-groupes de K tel que H; = % et
H, = % Comme 3 x5 =7, on a K = HiH,. De plus H; nH, = (1).
La proposition 1.85 nous permet de conclure que

Z zZ

Ko —x —.
T @

25. a) Nous avons montré que le groupe S3 est isomorphe au sous-

b)

groupe I de GL(2,R). Soit ¢ un isomorphisme entre Sz et I'. L'ap-
plication p: S3 — GL(2,R) définie par p(x) = ¢(x) pour tout x € S3
est une représentation matricielle fidele de Sz de degré 2 sur R.
De méme, les groupes I', I's et K, admettent chacun une représen-
tation matricielle fidele de degré 2 sur R.

Puisque que pour tout a+ib € C*, la matrice (Z ‘a” ) a un détermi-

nant a? + b* non nul, 'application p: C* — GL(2,R) telle que

a -b
a+ib) =
p( ) ( b a )
est donc bien définie. Cette application est un homomorphisme de
groupe; en effet, pour tous nombres complexes non nuls z=a+ib
et w = c+id, nous avons

ac—db —ad-Dbc

p(zw) = plac - db+i(ad + b)) = (ad +bc ac-bd
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et

@ow) = ¢ -b\(c¢ -d\ _ (ac-bd -ad-bc
PLEPI=p alld ¢ )" \bc+tad -db+ac)

De plus, il est immédiat que Kerp = {0}.
Nous en déduisons que p est une représentation matricielle fidéle
de degré 2 sur R du groupe multiplicatif C*.

27. a) Soit f 'homographie de parametre (a, b, ¢, d). Lapplication de

b)

c)

d)

e)

parameétre (d, —b, —c, a) est une homographie telle que fog=gof =
idg, donc f € Sg.

Lensemble ./ n’est pas vide et comme nous venons de le voir, il
est stable par passage a I'inverse. De plus, si f est 'homographie
de parametre (a, b, c,d) et g 'homographie de parametre (a,p,Y,d),

alors
(ac+ by)z+ af + bd

(fog)2) = (ca+dy)z+cp+dd
ol (aa + by)(cp + dd) — (aP + bd) (ca+ dy) = (ad — bc)(ad —Py) #0,
ainsi /€ est stable pour la composition. Finalement, /4 est un sous-
groupe de Sg.

Les homographies telles que ¢ = 0 sont les applications de la forme
z— az+ b avec a # 0. On reconnait la 'expression complexe d’'une
similitude directe. Le groupe des similitudes directes du plan com-
plexes, qui inclut les translations, est donc un sous-groupe de ..

=)
z \z
montre que ’homographie z— 1/z est la composée de I'inversion

z+— 1/z de centre O et de puissance 1 avec la symétrie z — z par
rapport a 'axe (Ox).

Légalité

Soit 'homographie f de parameétre (a, b, c,d). Si ¢ =0, alors f est
une similitude directe, donc elle conserve les angles orientés. Sup-
posons ¢ #0. De

ad—bc

az+b:%(cz+d)—
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f)

on tire
_ad—-bc 1 a
f2)=- = -+

-<£ C
S

Avec le résultat de la question c), nous en déduisons la décompo-
sition f =soroiot ol t est la translation z — z— %, i est I'inver-

sion z — %, r est la réflexion z — z et s est la similitude directe

z— —%z+ 2. Les applications s, r, i et t conservent les angles,

s et t préservant l'orientation, r et i changeant I'orientation; il
s’ensuit que les homographies conservent les angles orientés.
Posons K ={ fi, f2, f3, fa}. Lhomographie f; est'identité, fio f; = fi
pourtout i, foofs=fsofo=fa, foofa=facfo=fzet fsofa= faofz=
f>. Lensemble K est stable pour l'inverse et le produit, c’est donc
un sous-groupe de /.

Considérons les sous-groupes K; = (f2) et Ko = (f3). Alors K; =
(—g), K, = (2%, KinKy ={f1}, KiKs = K2K; puisque K est abélien, et
K;K3 =K. La proposition 1.85 permc%t d’eZn déduire que le groupe K

est isomorphe au groupe de Klein Z x ;.

Posons L =1{g1, 82,83, 84,85, 86} Construisons la table de Cayley de
I’ensemble (L, o).

O\gl 82 8 8 & 86

8 | & 8 88 8+ 8 86
8 | 8 8 8 8 8 &
8 |8 8 8 8 8 8
84| 8 8 8 8 8 8
8 | & 86 8+ 83 8 &
8 | 8 81 88 8 8 &1

Elle montre que L est stable pour la composition et le passage a
I'inverse, par conséquent L est un sous-groupe de .

En identifiant les éléments de S3 (exemple 1.18) avec ceux de L via
la bijection

e—g, T1—8 T2—85 T3—g€s 0182, 02—83
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on constate que les tables de Cayley de S3 (exemple 1.18) et de L
sont identiques. Nous en déduisons que les groupes Sz et L sont
isomorphes.

28. a) Raisonnons par récurrence sur I'entier n. La propriété est vraie

b)

pour n =2 (proposition 1.47). Supposons la propriété vraie pour
un entier n = 2. Soient {H; }1<;j<n+1 une famille de sous-groupes de
G telle que H;H; = H;H; pour tout (i,j) telque 1<i<js<n+1.
D’apres 'hypothese de récurrence, H1H»...H,, est un sous-groupe
de G. De plus, on a (HiH»...H;)Hp+1 = Hy4 (HiHy ... Hy,) puisque
H;H,+1 = Hy+1H; pour tout 1 < i < n. La proposition 1.47 nous
permet alors de conclure que HyHy...H;4+; est un sous-groupe
de G.
Supposons que Z?zl H; soit une somme directe. Soient z € Z?zl H;
et deux familles d’éléments de G presque tous nuls {x; }jer €t { ¥; }ier
telles que (x;, ;) € Hf pour tout i € I et
z= Z Xi = Z Yi.

i€l iel

Pour tout j €I, on a
Xj—yj= =Y (xi—yi),

icl
i#j

xj—y;j=H;n ZHi ={0},
i€l
i#]
donc x; = y; et la décomposition de z est unique.
Réciproquement, supposons que tout z € }_;c; H; s’écrit de maniere

unique
= in
i€l
olt les x; € H; sont presque tous nuls. Soient j € J et z € H;n
Yie1,izj Hi. On peut écrire
zZ= z + 0 = 0 + z
——

—~— ~—— ~—~—
zeH; Oezi#j H; 0OeH; ZEZ#]' H;
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L'unicité de la décomposition implique que z =0, ot H;N} 1,2 Hi.

29. 1l est clair que la loi de composition ainsi définie est une loi interne.
Montrons qu’elle est associative. Soit f,g,h e GE. Pour tout x € E, on
a:

(flgh)(x) = fx)(gh)(x)
= f(x)(g(x) h(x))
=(f(0gx)h(x)
= (fg)(x)h(x)
=((feh)(x)

d'ott f(gh)=(fg)h.

Montrons I'existence d’'un élément neutre. Soit j € GF définie pour
tout x € E par j(x) = e. Alors pour tout x € E, on a (fj)(x) = f(x)j(x) =
fR=jOf@=>GAX doujf=f=f].

Reste 2 montrer que toute f € GF est inversible. On définit g € GF
par g(x) = f(x)~! pour tout x e E.Ona (fg)(x) = f(x)g(x) = f(x) f(x)~! =
e=j(x) ie fg=j.On montre de méme que gf = j.

Finalement, GF est un groupe.

On suppose que G est abélien. Soit f, g € GE. Pour tout x€E, on a
fx)g(x) = g(x) f(x) c'est-a-dire fg = gf; GE est abélien. Réciproque-
ment, supposons que GF est abélien. Soit a,b € G, et f,g € GF deux
applications constantes égales a a et b respectivement. Pour tout x € E,
nous avons ab = f(x)g(x) = (fg)(x) = (gf)(x) = gx) f(x) = ba.

30. a) — Lensemble €(J) n'est pas vide (il contient les fonctions
constantes) et la différence de deux fonctions continues sur J
est une fonction continue sur J, donc € (J) est un sous-groupe
de (R, +).

— Lensemble I est non vide, I' € €6 (J) car les fonctions constantes
de R’ sont continues, et, pour tous réels a et b, on a ¢, — ¢, =
Ca—p, donc I' est bien un sous-groupe de (€ (J), +).

b) F; est un morphisme de groupes. En effet, pour tout (f, g) € €(J), on
aF1(f+g=(f+gM=f1)+g1)=Fi(f) +F1(g).
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Fy nest pas un morphisme de groupes. En effet, Fo(c_2+c1) = Fa(c)) =
[c1(0) =1 et Fa(c—2) + Falcr) =lc—20)| + 1 (0)|=2+1=3.

F3 est un morphisme de groupes. C'est une conséquence de la linéa-
rité de I'intégrale.

F4 est un morphisme de groupes. C'est une conséquence de la linéa-
rité de I'intégrale.

F5 n'est pas un morphisme de groupes. L'élément neutre du groupe
% (J) est cp. Si F5 était un morphisme de groupes, on aurait F5(cp) =
0 (proposition 1.55), or F5(cp) = 1.

Vérifier que F;(c,) = a, F3(cy) = a et F4(cy) = a pour tout a € R est
trivial.

Pour tout i € {1,3,4}, on a F;(idj — ¢;»,;) = F; (idj) — F; (cp,) = F; (idj) -
m;. Ainsi m; = F;(idj) est 'unique réel tel que F;(idj — ¢;,;) = 0. On
trouve my =1, mg=1/2et my = 1+(6v3-12)/mt. Comme m;, ms et
my sont deux a deux distincts, ce qui précede permet de conclure
que KerF;, KerF3 et KerF, sont deux a deux distincts.

Soit F e Hom(% (J),R) tel que F(c,) = a pour tout a € R.

Tout f € €() peut s’écrire f = (f — cp(p)) + cp(p) OU crpy €T et f—
cr(r) € KerF car F(f — cp(p)) = F(f) —Flepp) = F(f) —F(f) = 0. Ainsi
€)= (KerF)+T.

Soit f e €(J)NT. 1l existe a € R tel que f = c, et F(cy) =0. Or F(c,) =
a, donc a = 0. Il s’ensuit que KerFNT = {¢y}, la fonction ¢y étant
I'élément neutre du groupe €6 (J)).

Nous avons démontré que € (J) =KerFeT.

On a €¢(J) =HeT pour tout sous-groupe H € {KerF;,KerF3,KerF,},
mais trois choix pour H, cela n’est pas assez pour justifier I'usage
de 'adjectif nombreux. Heureusement, nous allons en construire
d’autres en nous inpirant de ceux déja trouvés. Par exemple, nous
pouvons considérer les morphismes Fy: f — f(a) oul a € R pour les-
quels nous avons bien Fy(c,) = a pour tout a € R et my = Fy(idj) =
«, donc A = {KerFq }qer est une famille infinie de sous-groupes
deux a deux distincts telle que €(J) =Ha& I pour tout H € .

31. a) Lapplication ¢: G} xGy — G xG; définie par ¢(g1, g82) = (g2, 81)
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est:

— un homomorphisme: en effet, pour tous éléments (g, g2) et
(h1,hy) de G; x Gy, on a

¢((81,82)(h1, h2)) = (g1h1,82h2)
= (g2h2,81)
= (g2, 81)(h2, h1)
= (81, 82)¢(hy, hy).

— une bijection: pour tout élément (g2,81) de G2 x G, on a
¢(81,82) = (82, 81).
D’apres la proposition 1.66, les groupes G; x Gy et Gy x G; sont
isomorphes.

b) Soient @;: I'; — G; (i =1,2) des isomorphismes et
@:T1xI2 =Gy xGy

I'application définie par ¢(g1,g2) = (P1(g1), P2(g2)).

— @ est un homomorphisme: pour tous éléments (g1, g2) et (hy, ho)
deT'y xI';,ona

¢((g1,82) (h1, h2)) = (8171, §2h2)
= (@1(g1h1), 92(g2h2))
= (@1(81)@1(h1), P2(g2)2(h2))
= (@1(81), 92(82)) (@1 (1), 92 (h2))
= (81, 82)9(g2, ha).
— (@ est bijective: c’est une conséquence de Im@ =Im@; x Im @,

et Ker = Kerg; x Ker ;.

Conclusion: les groupes I'; x I'» et Gj x G, sont isomorphes.

c) Contrairement a ce qu’affirme I'énoncé, tout sous-groupe d'un
produit direct G; x G, nest pas de la forme H; xHy ou H; (i = 1,2)
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est un sous- groupe de G;. Par exemple, considerons le groupe de
Klein 1 x ==. Les seuls sous-groupes de @ sont {0} et (2) On

voit donc que le sous-groupe {(0,0),(1,1)} de Z 0] (Z) n’est pas le
produit direct de deux sous-groupes de Z

32. Soit G; et G2 deux groupes isomorphes et f: G; — Gz un isomor-
phisme.

a) On définit un morphisme de groupes f;: Aut(G;) — Aut(Gy) en
posant f(y) = fowo f~1. En effet pour tout y1,y, € Aut(G;) on a:
fiwiow) = fo(yroyg)e ™!
=(fowrof ho(foyzof™
= filw1) o fy(w2)
De plus si v € Aut(Gy),

fity) =idg, = foweof'=idg,
= y=f"oidg,of
— y=idg,
et si yeAut(Gy), ona flowo f e Aut(Gy) et
ﬁi(f_lo\pof) :fo(f_lo\[,rof)of_1 :idG2 oq}oidG2 =y

Donc f; est un isomorphisme de groupes et Aut(G;) = Aut(Go).

b) Si og € Int(Gy), alors pour tout x € Gy,

Uuognunztfocgof*hcw
=fgf g™

=f@Mﬂ@*
=0y(g(X)

c'est-a-dire fj(0g) = 0 (g € Aut(Gz) ou encore f;(Int(Gy)) < Int(Gy).
Ainsi on définit un homomorphisme de groupes f.: Int(G;) —
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Int(G») en posant f, = fuliﬁiggf; Il est injectif (comme f}) et est aussi

surjectif, en effet si o € Int(Gy), alors f (fol(g)) =0f(f-1(g) = Og-
Donc f. est un isomorphisme de groupes et Int(G;) = Int(Gy).

33. La propriété universelle du produit direct (théoréeme 1.91) affirme
que l'application

¢: Hom(G,[[G;) — [ [Hom(G, G;)
i€l i€l
h— (piohjer

est une bijection, donc les ensembles Hom(G, [;¢1 G;) et [[;e Hom(G, G;)
sont équipotents.






CHAPITRE 1II

Classes modulo un sous-groupe

1. II est clair que HNK < H et HNK < K donc d’apres le théoréeme
de Lagrange on a o(HNK) | o(H) et o(HNK) | 0o(K). On en déduit que
o(HnK) | pgcd(o(H),o(K)) = pged(p, g) = 1 puis que o(HNK) =1 donc
HnK=(e).

2. a) — Supposons que Kx; =Kxj, ou (i, j) e I2. Alors x;x i leKet
comme (x;,X;) € HZ on a aussi XiX “leH dou x;x7 e HNK,
c'est-a-dire (HNK)x; = (HNK)x;. Par définition de la famille
{Xi}ier, on a i = j. En conclusion: Kx; =Kx; < i=j. On
en déduit que {x;};e est aussi une famille de représentants
de classes a droite distinctes de G modulo K. D’ot I'inégalité
[H: HNK] < [G: K] et [H: HNK] est fini.

— Supposons que G = HK et posons n = [H: HNK]. Nous savons
déjaque G2 Ulflzl Kx;. Soit z= hk € G ol (h, k) € HxK. Il existe
uniefl,...,n} tel que he (HnK)x; < Kx; d’ou z € Kx;. Nous
avons montré que G = U!_, Kx; et d’apres ce qui précede:
[H: HNnK] =[G: K].

b) La formule des indices donne [G: HN K] = [G: H][H: HNn K] et

d’apres a), [G: HNK] < [G: H][G: K]. Si G = HK, alors toujours
d’apres a), [G: HNK] = [G: H][G: K].

3. a) Soit (i,j) € {1,...,n? tel que Hx; nHx; # @ et soit z € Hx; N
Hux;. Alors il existe (h, k') € H? tel que z = hx; = h'x; dou h'"'h =
xjx;' e HnK. Ainsi (HnK)x; = (HnK)x;, donc i = j.

On sait déja que HK 2 Uj_, Hx;. Soit z = hk € HK avec (h, k) e Hx K.
Il existe i € {1,...,n} tel que k€ (HNK)x; < Hx; donc z= hk € Hx;
et HK=U!_, Hx;.

25
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En conclusion, {Hx;}1<i<n €st une partition de HK.
b) Ona HK:U;’:IHx,- avec Hx;NnHx; =@ si i # j et |Hx;| = |H|. Donc
K|H
|[HK| = n|H| = [K: HNnK]|H| puis |HK| = IKIH] = [KH].
HNK]|
¢) H,K sont des sous-groupes du groupe fini HK. Nous pouvons donc

appliquer le résultat b) de I'exercice 2: [HK: HNK] = [HK: H][HK: K]
[HK|  |HK]| [HK] [HIIK]|

= et enfin |[KH| = |HK| = .
[HNK| [H| K] [HNK]|
4. Les sous-groupes H et K étant d’indices finis dans F, d’apres le
théoreme de Poincaré (théoreme 2.17) il en est de méme du sous-
groupe HN K. La formule des indices (théoréme 2.18) nous donne
alors

c’est-a-dire

[F:HNK]=[F:HJ[H:HnK] et [F:HnK]=[F:K|[K:HnK].
Nous avons donc I'égalité
[F:HI[H:HnK] = [F:K][K:HnK].

Comme [F:H] et [F:K] sont premiers entre eux, le théoreme de Gauss
affirme que

[F:H]|[K:HNK] et [F:K]|[H:HNK],
d’out les inégalités

[F:HI<[K:HnK] et [F:Kl<[H:HnK].
Dans l'exercice 2, nous avons montré que

[K:HnK]<[F:H] et [H:HnK]<[F:K].
Finalement, nous déduisons des inégalités précédentes que

[F:K]=[H:HnK] et [F:H]=[K:HnK].

5.a) — %HK est reflexive: Pour tout x € G, on a x = exe, donc

x.%H’K X.
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— Py est symétrique: Soit (x, y) € G? tel que XAy V- 11 existe
(h,k) e HxK tel que y = hxk. On en déduit que x = h~!yk~!
ot (h™!,k™") e HxK, donc y %y, y X.

— Py i est transitive: Soit (x, y, 2) € G3 tel que XRyyyety Ry
1l existe (hy, k1) e HxK et (hy, k2) €e HxK tels que y = hy xk; et
z=hpyk,. On en déduit que z = hyhy xk; ky ou (hphy, k1 ko) €
Hx K, donc x %y, y z.

Nous avons montré que la relation binaire Ry est une relation
d’équivalence sur G. La classe d’équivalence de tout x € G est

N

x={hxk;(h,k) e HxK}=HxK.

b) — A estinjective; en effet, supposons A(hxk) = A(h' xk'), c'est-a-
dire x 'hxk=x"'h'xk'. On a alors hxk = h/xk'.
— A est surjective; il n'y a rien a faire.
En conclusion, A est une bijection.
c) o) Ala question précédente, nous avons montré que les ensembles
Hx;K et x;'Hx;K sont équipotents, donc [Hx;K| = |x; ' Hx;K].
B) xl.‘le,- est 'image du sous-groupe H de G par 'automorphisme
intérieur G — G, g — x; ' gx;, il s'ensuit que x;'Hx; est un sous-
groupe de G et que o(xi‘lei) =o(H).
y) Pourtouti 1<is<r), xlTlei et K sont deux sous-groupes finis.

Appliquons leurs la formule de I'exercice 3. Il vient
N o(x; 'Hx;) o(K)
7 Hi K| = —
o(xl.‘ Hx; nK)
puis, en utilisant les propriétés o) et p),
o(H) o(K)
[HxiK| = —— .
o(xl. Hx; nK)

Les classes doubles de G modulo H et K constituent une partition
du groupe G, donc

.
o(G) = ) |Hx;K].

i=1
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d)

b)

c)
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D’apres propriété y), cette égalité devient
r
oG =00 Y d;' ot d;=o(x;'Hx;nK).
i=1

Soit H=(11) ={e, 11} et K=(12) = {e,12}. Déterminons les classes
doubles de S3 modulo H et K. Nous nous aiderons de la table de
Cayley de S3 (exemple 1.18). On trouve deux classes:

HeK={e,11,172,01} et Ht3K={13,02}.

Cet exemple montre que deux classes doubles distinctes ne sont
pas, en général, équipotentes.

Déterminons, a présent, les classes doubles modulo K et H. On
trouve encore deux classes:

KeH ={e, 11,192,002} et KtsH={13,0:}.

On remarque que {KeH, Ht3K} # {HeK,Kt3H}, ce qui montre, qu’en
général, dans un groupe non abélien, %y # Xy ;.

. a) Soit (a,b) € R%. Pour tout x€ R, on a

Gi(x) =o(a-x)=a-(a-x)=x,
(Opotl)(x)=0p(x+a)=b-x—a=1_4(0p(x)),

donc 02 =idg et 60T, =T-490),.

Soit a € R. Pour tout x€ R, on a

X+04x) a

2 2

)

donc o, est la symétrie par rapport au point a/2.

Isométries de R. Soit f une isométrie de R. Pour tout réel x, on a
|f ()= f(0)] = x|, d’ou

f)=f0)+x ou f(x)=f(0)—=x.
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d)

Supposons qu'il existe (x,y) € R? tel que x # y,

fX)=f0)+x et f(y)=f0) -y

Par soustraction, nous obtenons

fR)-f)=x+y.

Comme f est une isométrie, nous avons aussi | f(x) — f(y)| = [x—yl,
d’ ol
X+y=x—y ou x+y=-x+},
soit
y=0 ou x=0.

Nous avons montré que

VxeR, f(x)=f0)+x
ou

VxeR, f(x)=f(0) - x.

En d’autres termes, f = Tf() ou f = 0 r(), Ou encore, une isométrie
de R est soit une translation, soit une symétrie par rapport a un
point.

F (1) est un sous-groupe non abélien de Sg. On vérifie sans peine
que les symétries et les translations sont des bijections, donc .# (1) <
Sr. De plus, .#(1) est non vide et pour tout (f,g) € . #(1),ona fo
g~ ' €.#(1). Par conséquent, .# (1) est un sous-groupe de Sg. Enfin,
si (a, b) € R? alors 0p0Tg=T_g00p. Or 1_, # 14 si a #0. Il s’ensuit
que 00T, # T400) si a # 0, ce qui prouve que le sous-groupe .# (1)
est non abélien.

Soient a et b deux réels. Les translations appartiennent a la méme
classe a droite modulo T; en effet,

‘rLlO'rz1 =T40T_p=T4p€T.
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De méme, les symétries appartiennent a la méme classe a droite
modulo T, car

O'QOO'ZI =0400p=T4p€T.
En revanche,

TaOGZI =T1400p=044p¢T

montre que les translations et les symétries appartiennent a des
classes distinctes. Puisqu'une isométrie de R est soit une translation,
soit une symétrie, nous en déduisons qu’il y a exactement deux
classes a droites modulo T dans .#(1), d’ou [#(1): T] =2.

. a) Lapplication ¢ est un homomorphisme. En effet, pour tous (x, y) €
Z? et (x',y")€Z? ona

@6, )+ &, y)) =@+, y+y)
=ax+x)+b(y+y)
=ax+by+ax'+by
=ox, 1)+, y).

Noyau de ¢. Le couple (x,y) € 72 appartient au noyau Ker ¢ si et
seulement si il est solution de I'équation diophantienne de degré 1,

ax+by=0.

Etant donné que d = pgcd(a, b), 'équation précédente est équiva-
lente a I’équation diophantienne

a

)c+2 =0
A tal ="

dont les coefficients a/d et b/d sont premiers entre eux. Cette
derniere équation implique que b/d divise (a/d)x; d’apres le théo-
reme de Gauss, il existe un entier relatif k tel que x = (b/d)k, d’ ot
nous déduisons que y = —(a/d)k. Il s’'ensuit que

b a
Ki cl =k —-=k|;keZ;.
er‘pc{(d d ) € }
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b)

c)

Linclusion opposée est immédiate.

31

Image de . Soit z € Im. 1l existe donc (x, y) € Z? tel que ax+ by =

z. Puisque d divise a et b, il s’ensuit que d divise également z.

Réciproquement, supposons que z soit un multiple de d. Comme
ald et b/d sont premiers entre eux, le théoréme de Bézout assure

I'existence de (x, y) € Z? tel que

d’ou

Comme (xz/d, yz/d) € Z?, nous en déduisons que z € Im .

En conclusion, Im¢ = dZ.

Montrons que la correspondance

Z Z Z

. — X
(n) (n) (n)

(x,y)— ax+by

est une application. Soient x, x', y, ' dans Z tels que X = x' et
y= J7 On a (ax+by)— (ax' + by") = a(x— x')+ b(y — y') et n divise
x—x' et y—y', par conséquent ax+ by = ax’ + by', autrement dit
x*y =x'+y, donc * induit sur Z/nZ une loi de composition *

définie par X * y =X * y.

La loi ¥ est associative si et seulement si pour tout (x, y,z) € Z3, on

a

c’est-a-dire

ax+blay+bz) = alax+by) + bz,
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d)

9.
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ou encore
ax(a—1)+bz(b-1) € nZ.

Nous en déduisons que si n divise a(a—1) et b(b—1), alors la loi *
est associative. Réciproquement, si la loi * est associative, alors en
posant x=0et z=1, puis x =1 et z =0 on démontre que n divise
ala—1) et b(b-1).

La loi ¥ est commutative si et seulement si pour tout (x, y) € Z2, on
ax*y=Yy%x*x, cest-a-dire si et seulement si ax+ by = ay + bx, ou
encore (a— b)(x—y) € nZ. Nous en déduisons que si n divise a— b,
alors * est commutative. La réciproque se démontre en posant
x=lety=0.

Supposons que n divise a—1 et b—1. Alors n divise a(a—1), b(b—1)
et (a—1)—(b—-1)=a-b, donc d’apres la question précédente, la
loi * est associative et commutative.

La loi * admet 0 pour élément neutre; en effet, pour tout x € Z,
onaax—x=(a-1)x€ nZ donc x*0 = X. De plus la loi étant
commutative, on a également 0xx=Xx.

Tout élément X a pour symétrique —x ; en effet,

X¥=x=(a-b)x=0

car n divise a— b.

Nous avons montré que (Z/nZ, *) est un groupe abélien.
Réciproquement, supposons que (Z/nZ, *) soit un groupe. Notons
€ son élément neutre. Ona 0% =0 = e *0, donc ae € nZ et be € nZ.
On a également 1xe=1=ex1,donc a+be—1¢€ nZet ae+b—1¢€ nZ,
d’oli nous déduisons que a— 1€ nZ et b—1€ nZ.

Suivons l'indication de I'énoncé et considérons la correspondance

(&), i,

Kx— K'gx.
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— Montrons que ¢ est une application. Supposons Kx = Kx/, c’est-
a-dire xx'~! € K. Alors gx(gx")~' = gxx'1g~' € gkg~! =K' donc
K'gx=K'gx', c'est-a-dire @(Kx) = @(Kx').

— @ est injective. En effet,

PKx)=pKx) = Kgx=Kgx'
= (g0)(gx) ek
— gxx'lglex
= xx'leglKg=K

— Kx=Kx'

— @ est surjective. En effet, quel que soit K'x' € (%) 4 On peut écrire
(p(Kg—lx/) — K/g(g—lx/) — K,x,.
Nous avons démontré que (§), et (), sont équipotents, d’olt

Iégalité [G: K] = [G: K.






CHAPITRE III

Groupes monogenes, symétriques et
diédraux

1. 1) a) Ona

{keZ;(ab*=(ee)}={keZ;a"=e}n{keZ;b* = e}
=rZnsZ
=1z,

ou [ est le plus petit commun multiple de r et s, donc I'ordre de
(a,b) dans C,;,; x Cj, est [.

b) Supposons que m et n soient premiers entre eux, C,, = (a) et

Cnp=(b).On a |Cy, x C,| = mn et, d’apres le résultat obtenu a la
question précédente, o((a, b)) = mn, donc le groupe C,;, x C;, est
cyclique.
Réciproquement, supposons que C,, x C, soit cyclique. Soit
(a,b) un générateur du groupe C,, x C,. Alors o((a, b)) = mn.
D’apres le résultat de la question précédente, ppcm(o(a),o(b)) =
mn. De plus a et b sont respectivement des générateurs des
groupes C,, et C;,, donc ppcm(m, n) = mn. Il s’ensuit que m et
n sont premiers entre eux.

2. a) (>):ilexiste xe Ztelque x=0 (mod m) et x=1 (mod n). Nous
en déduisons I'existence de deux entiers k et [ tel que x = km et
x—1=In. Ces deux entiers vérifient la relation km—In =1. D’aprés
le théoreme de Bézout, m et n sont premiers entre eux.

(«<): d’apres le théoréme de Bézout, il existe deux entiers k et [ tel
que km+In=1. Posons x = bkm+ aln. De bkm =0 (mod m) et

35
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b)

b)
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In=1 (mod m) nous déduisons
x=a (mod m).

De la méme fagon, aln=0 (mod n) et km=1 (mod n) impliquent
que
x=b (mod n).

Lapplication f est surjective si et seulement si, pour tout (a, b) €
72, il existe x € Z tel que o(x) = o(a) et n(x) = n(b), c'est-a-dire si
et seulement si pour tout (a, b) € Z2, il existe x € Z tel que x = a
(mod m) et x =b (mod n). Le résultat de la question précédente
permet de conclure que f est surjective si et seulement si m et n
sont premiers entre eux.

. a) Le groupe multiplicatif des éléments inversibles de % est (théo-

reme 3.18 et proposition 3.24)

Soit les deux sous-groupes de Gys,

(2)=11,2,4,8} et (11)={1,11}.
Nous avons:

1) (2)=Cyet{11)=C,.

2) Pour tout h € (2) et k € (11), on a hk = kh (G5 est un groupe
abélien).

3) Gis = (2)(11) comme le montre la table de multiplication sui-
vante

x| 1 2 4 8
1|1 2 4 8
11|11 7 14 13

4) 2)n(11)=(1).
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b)

b)

Donc, d’aprés la proposition 1.85, nous avons I'isomorphisme

G15 = Cg X C4.

. a) Soit n € N* et a € Z* premier avec n. Nous savons que |Zy| =

@(n) (proposition (3.24)), donc d’apres le corollaire (2.10) du théo-
réme de Lagrange on a a®™ =1 dans Z, c’est-a-dire a®"™ =1
(mod n).

Soit p est un nombre premier et a € Z. Si p ne divise pas a alors
d’apres le théoréeme d’Euler a®” =1 (mod p). Comme p est pre-
mier, ¢(p) = p—1 donc a’? =1 (mod p) puis a” = a (mod p). Si
p divise a alors a” = a (mod p) est évident. Le théoreme de Fermat
est démontré.

a) Légalité

(S):{aflagz...alf’;kiEZpourtouti(lsisr)}

est une conséquence immédiate de la commutativité de la multipli-
cation. Si le groupe est additif, I'égalité précédente s’écrit
(S)y={kiar + kpaz +---+kra,; kjeZpour tout i 1<i<r)}.
D’apres la question précédente, I'application
¢@: (@) x(az)x---x(ar) =G
(X1, X2y, Xp) — X1 X2... Xr
est surjective. Puisque les éléments a; sont d’ordre fini, nous avons
|Gl <o(a)o(ay)...ola,) < oo.

a) Existence. Elle résulte immédiatement de 'exercice 5 et de 'éga-
lité x" = x¥ pour tout ne€Z ou k€ {0,1} tel que n=k (mod 2).
Unicité. Supposons qu’il n'y a pas unicité. Il existe donc deux r-
uplets distincts (ky, ko, ..., k) € {0,1}" et (I3, 1,...,1;) € {0,1}" tels
que

kl k2 ]Cr_ ll lz ly
al‘ay’...a;" =aj ay ...a, .
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Soit j€{1,2,...,r} tel que k; # I;. On a donc

r

[] a

i=1,i%]

Sikj—lj=1

li—k;
| 4
aj= r el

i~ : ] =
]_[ a sikj—1j=-1.

i=1i#j

Nous en déduisons que {ay, a,...,ar}\{a;} est une famille généra-
trice de G ce qui contredit la minimalité de {ay, a, ..., a,}.

b) Lapplication ¢: {(a;) x {ay) x --- x {a,) — G définie par

P(X1,X2,...,Xr) =X1X2... X

est un homomorphisme de groupes; en effet, pour tout (x1, x2,...,X;) €

{a1) x {ap) x ---x{ar) et (y1,¥2,...,¥r) €{a1) x {ap) x --- x{ar), on a

@((x1, X2,., X)) (Y1, Y20, Vi) = QX1 Y1, X2 Y2, -0 Xr Vi)
=X1)1X2Y2... Xr Yr
=x1x2...x7)(V1Y2-.-¥r)
=@X1, X2, ., XP)PV1, V2, s Vr)-

Cette homomorphisme est bijective d’apres la question précédente.
De plus, la minimalité de {a;, ay, ..., a;} implique que a; # e pour
tout i, donc chaque élément a; est d’ordre 2, c’est-a-dire (a;) = C,.
Nous en déduisons que G est isomorphe a C} et concluons que le
groupe G est d’ordre 27.

7. Supposons que le groupe Z x Z soit monogene. Soit x = (x1, X2) un
générateur, alors Z xZ = {(kx;, kx2); k€Z}. Si x; #0 et xp #0, alors il
n'existe pas de k € Z tel que (kx;, kx2) = (0,1), donc 'un des x; (i =1,2)
est nul. Supposons que x; = 0, alors il n’existe pas de k € Z tel que
(kxy, kx2) = (1,0). Bien entendu, x» = 0 ne convient pas non plus. Nous
en déduisons que le groupe Z x Z n’est pas monogene.

8. a) Supposons que le groupe (Q, +) soit monogene. Alors il existe
(m,n) € Z* xN* tel que Q = (%> Comme ﬁ € Q, il existe un entier
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b)

c)

d)

b)

k tel que ﬁ = k2. 1l s'ensuit que k = ﬁ ¢ Z: contradiction. Nous
en déduisons que le groupe (Q, +) n'est pas monogene.
Si le groupe (R, +) était monogene, alors le sous-groupe (Q, +) de
(R, +) serait également monogene (théoreme 3.10). Il s’ensuit que
le groupe (R, +) n’est pas monogene.
Pour tout (m,n) €ZxN*, on a
m 1
—=mn-1!x—
n n!
avec m(n—1)! € Z, ce qui prouve que I'’ensemble {# inE N} en-
gendre le groupe (Q, +).
Soit H un sous-groupe monogeéne non nul de (Q, +). Il existe donc
x € Q* tel que H = (x). Si k est un entier tel que kx =0, alors k =0.
Par conséquent, x est d’ordre infini, donc H est un sous-groupe
monogene infini.
Soit H un sous-groupe non nul de (Q,+) engendré par la famille
fini de nombres rationnels {p;/q;}1<i<r avec r € N*. Posons g =
4192 -..qr. Alors gH est un sous-groupe non nul de Z. 1l existe donc
un entier a > 0 tel que gH = aZ, d’'ou H = (a/q)Z. Nous en dédui-
sons que le sous-groupe H est isomorphe au groupe Z.

a) Soit un entier n > 0. Notons g” la composée gogo---og de n
fonctions g. Pour tout z € C, on a g"(z) = z+ n, donc g" # idg. 11
s’ensuit que g est d’ordre infini; le sous-groupe G est monogéne
infini, donc isomorphe a Z.

On montre facilement par récurrence que pour tout entier n > 0,
ona h"(z) = a”z+Pp(1 —a™)/(1 —a) quel que soit z € C. Par suite,
h" =idg si et seulement si a” = 1. Nous en déduisons que h est
d’ordre fini dans # si et seulement si a est une racine de I'unité
dans C.

10. a) Les groupes cycliques étant abéliens, on a (ab)” = a’" b" pour

tout (a,b) € C2, donc f € End(C,). D’apres le corollaire 3.7, on a
Ker f ={a € C,;o(a) divise r}. Des équivalences

xlEKerf<:> rlenZ < lesZ,
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nous déduisons que a € Ker f si et seulement s'il existe un entier
k tel que a= x*s; autrement dit, Ker f = {x*S:keZ). Or, quel que
soit (k, k') € Z2,

xS = x¥S — ks=k's (modn) < k=k' (mod r),

si bien que Ker f = {x*$; k € N, }; il s’ensuit que o(Ker f) = r. A
l'aide du 1¢' théoréme d’isomorphisme et de la proposition 2.15, on
conclut que o(Im f) =0(Cp)/ o(Ker f) = s.

b) Pour tout a€ Cy, on a (ho f)(a) = (a")’ = a" = e, donc Im f <Kerh.
De la question précédente, nous déduisons que o(Kerh) = s et
o(Im f) = s; il s’ensuit que Im f = Ker h. Par symétrie, nous avons
également Im i = Ker f.

11. Déterminons I'’ordre des matrices suivantes:

1 0 11 -i 0
AT L O R P

2 -=3i 2 =2 1 2
o= 7). e=(5 5 =)
On note I la matrice identité.

Pour toute matrice M € GL(2,C) et tout entier n, on a det(M") =
(det(M))", d’ol1 nous déduisons que si M est une matrice d’ordre fini,
alors son déterminant est une racine de I'unité.

Ordre de A. Son déterminant est —1, donc I'ordre de A, s’il est fini,
est nécessairement pair. On calcule successivement A2 = (§ ©,), A*=1.
La matrice A est d’ordre 4.

Ordre de B. En écrivons B=1+(J{) et calculons B" a I'aide de la

formule de Newton:
" (nl(0 1 k
B" = Z( )( ) )
= kJ\0 0

or (31)* = (99), donc pour tout entier k> 1, on a (93) = (39). 1

s’ensuit que
0 1 1 n
n _ —
B =1+n0 0)_(0 1),
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ce qui montre que B est une matrice d’ordre infini.

Ordre de C. De C% = —I, nous déduisons que C est d’ordre 4.

Ordre de D. Son déterminant 5i n'est pas une racine de l'unité,
donc D est d’ordre infini.

Ordre de E. Son déterminant —2i n’est pas une racine de 'unité,
donc E est d’ordre infini.

Ordre de F. Comme det(F) = —1, I'ordre de la matrice F, s’il est fini,
est nécessairement pair. Ecrivons F=1+G ou G=(?3). Soit n>1 un
entier. La formule du bindme de Newton donne

2n (o2p " (2p =l 2p
F2n — Gk = G 4 G2k+1
,;) k kgb 2k ,;) 2k+1

On démontre facilement par récurrence que pour tout entier naturel p,
on a X
p p+
cr=(* 0 et =0 2
0 27 2P 0 )

donc le coefficient d’indice (1,1) de F>" est ¥7_ (57)2F # 1, par consé-
quent F?" #£1. Nous en déduisons que la matrice F est d’ordre infini.

12. a) Soit

a b a b
M—(O c) et N—(O c’)

deux matrices de G. On trouve

MN-L = (a b) 1 (c’ —b’) 3 (ac’ —ab' +ba'

0 clac\o da 0 ac

avec (ac')(da'c) = (ac)(d'c’) # 0, donc MN~! € G et G est un sous-
groupe de GL(2,R).

Lapplication

a 0
R—G, a—»(o a)

est injective, donc le groupe G est infini.
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Les matrices

1 -1 1 2
a=ly ) e n=(y 3)

sont des éléments de G tels que

1 1 1 3
=l ) e mft )

donc le groupe G n’est pas abélien.

b) Lapplication ¢: R — G définie par

1 x
¢x) = (0 1)

est un homomorphisme de groupes; en effet, pour tout (x, x) € R?,

1 1 !
5 6 )-vrmn

Son image est H, donc H est un sous-groupe de G. De plus, '’homo-
morphisme ¢ est injectif, donc d’apres le 1¢f théoreme d’isomor-
phisme, nous en déduisons que le groupe (R, +) est isomorphe au
groupe H.

1 x+x
0 1

q)(x+x’)=(

c) Les éléments d’ordre 2 du groupe G sont les matrices (§ 2) telles
que

abz_az ab+bc)y (1 0 tab;élO
0 ¢ ~\o 2 17l 1/ ¢ o ¢/l 1)

donc les coefficients a, b et ¢ sont les solutions du systeme

ae{tl}
ce{xl}
bla+c)=0
(a,b,c) #(1,0,1)
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soit
a=1 a=-1 a=-1
b=-1 ou c=1 ou c=-1
beR beR b=0

Les éléments d’ordre 2 de G sont les matrices
-1 0 1 b -1 b
[0 5) e flo S0 V)seenf

Les matrices
1 2 " 1 3
o -1/ & lo -1

sont des éléments d’ordre 2, mais leur produit

1 2\(1 3)_(1 1

0 -1Jl0 -1) 0 1
est un élément d’ordre infini; en effet, on démontre par récurrence
que pour tout entier n >0,

1 1) (1 n L1 o
0 1) "0 1 0 1)
13. Soit C; = (x) un groupe cyclique d’ordre n > 1, et k un entier tel

que 1 < k< n-1. Soit d =pgcd(k, n). Nous avons les équivalences

(xk)l:e — xll=¢

— nlkl (corollaire 3.7)

n k N n k
— E'El oupgcd(E,E)—l
— g |1 (lemme de Gauss).

. T 2 N n
Ainsi 'ordre de x* est égal a —.
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Remarque. Une conséquence immédiate est que x* (0 < k < n) est un
générateur du groupe C,, si et seulement si k et n sont premiers entre
eux.

14. a) Comme x et y permutent, on a (xy)™" = (x")"*(y")" = e, donc
I'ordre de xy est fini.

b) Notons w l'ordre de xy. De a) , on déduit que w divise mn. De plus
e=(xy)®™ = (x™)®Py"M® = ey™® = ™M implique que n divise mw.
Comme m et n sont premiers entre eux, d’aprées le théoreme de
Gauss n divise w. De méme, on montre que m divise . Comme
m et n sont premiers entre eux, mn divise w, ce qui acheve la
démontration de w = mn.

¢) Comme [ est un multiple de m et n, il vient (xy)! = x'y = e, donc
w divise I. De plus x®y® = (xy)® =edonc x®* =y P e<x>n<
y>={e} c'est-a-dire x* = y* = e. 1l s’ensuit que w est un multiple
de m et n, donc w est un multiple de /. En fin de compte [/ = w.
Si (x) n(y) # {e}, on ne peut faire mieux que o(xy) | / comme le
prouve I'exemple suivant. Soit G = (x) le groupe cyclique d’ordre 9.
On a (x*) N (x% = (x*) # {e}, 0(x®) =9/(3,9) =3 et 0(x®) = 9/(6,9) =
3 mais o(x3x%) = o(e) =1 <3 = ppcm(3,6).

d) Les cycles (y;)1<i<9 sont a supports disjoints donc ils commutent
deux a deux. De plus si y est 'un de ces cycles, pour tout n € Z*,
supp(y™) < supp(y), donc pour tout i # j, {y;)n {yj» = {e}. Donc
d’apres b) et c), nous trouvons que l'ordre de o est le PPCM des
longueurs (des ordres) des cycles (Y;)1<i<9-

15. Soient g un élément de G d’ordre s et x un élément quelconque
dont l'ordre est noté ¢. Désignons par & I'ensemble des nombres
premiers. On définit deux entiers s’ et ¢’ par

Sl _ H pvp (s) et tl — H pvp(t)
peP peP
vp($)zvp(h) vp(B)>vp(s)

ou v, (n) désigne I'exposant du nombre premier p dans la factorisation
en produit de nombres premiers de I'entier 7. Il est clair que s’ divise
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s et ¢’ divise t. Si p est un nombre premier, on ne peut avoir simulta-
nément vp(s) = vp(t) et v,,(t) > v,,(s), donc s’ et t’ sont premiers entre
eux. De plus,

't = 1—[ pmax(u,,(s),v,,(t)) = ppem(s, £).
peP

sls' It

Lélément g’ = g%¢ est d’ordre s’ (exercice 3.13). De méme, x’ = x*
est d’ordre t'. Considérons y = x'g’. D’apres le résultat de la ques-
tion b) de I'exercice 3.14, 'ordre de y est égal s't' = ppcm(s, ). Par dé-
finition du plus petit commun multiple, on a ppcmy(s, f) = s et, s étant
I'ordre maximal d’'un élément de G, on a également ppcm(s, £) < s. Il
s’ensuit que ppcm(s, t) = s, si bien que ¢ divise s, donc x° =e.

17. a) Soit a € Aut(G). On a
(@) ={a(x)";neZt={a(x");neZ} =a(G) =G,

ce qui prouve que a(x) est un générateur de G.

b) Lapplication Ay est un automorphisme de G. Pour tout entier k pre-
mier avec n, notons Ay I'application notée A dans I'énoncé. Dans
le groupe abélien G, on a (ab)* = akb* pour tout (a, b) € G?; par
conséquent, I'application Ay est un homomorphisme de groupes.

Soit a € Ker(Ay). Il existe I € Z tel que a = x'. Alors a* = e implique

xk = e, d’ot kI € nZ (proposition 3.6). Comme k et n sont pre-
miers entre eux, on a [ € nZ (lemme de Gauss), donc a = e (pro-
position 3.6), prouvant ainsi que ’homomorphisme A est injectif.
Puisque G est fini, "homomorphisme A est aussi surjectif. Finale-
ment A est un automorphisme de G.

Les groupes Aut(G) et G, sont isomorphes. Montrons que Ay = A;

si et seulement si k = [. Supposons que A = A;. Alors xF = %,

puis x*~! = e, donc k- € nZ, soit k = I. Réciproquement, si k = i

alors k — [ € nZ, puis a*~! = e (corollaire 2.10), si bien que a* = a/,
c’est-a-dire A\;. = A;.
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Ce résultat montre que la correspondance

v: G, — Aut(G)
k— Ag.

définit une application injective. Elle est également surjective; en
effet, si A € Aut(G), alors il existe un entier k premier avec n tel que
A(x) = x* (question précédente et théoreme 3.18 2°) et pout tout
ieZona

A =A@ =5 = (HF = A,

donc A = w(%).
L'application y est un homomorphisme de groupes; en effet, pour
tout (k, 1) € Gfl ettout ae G, ona

AxoAp(@ = Ae(\(@) = Mi(@h) = @ = Ay (@),

c’est-a-dire . B )
w(kl) =y(k)ow(l).

On conclut que les groupes G, et Aut(G) sont isomorphes. Par
conséquent, le groupe Aut(G) est abélien comme G, et |Aut(G)| =
@(n) (proposition 3.24).

Soit A € Aut(G). On sait que A(x) est un générateur de G, or les seuls
générateurs du groupe monogene G sont x et x~! (théoréme 3.18),
donc Aut(G) est un groupe d’ordre 2, dont les éléments sont l'iden-
tité idg et I'application inverse G — G, a— a™!. La proposition 3.9
nous permet de conclure que Aut(G) est un groupe cyclique.

Les groupes Z et % ne sont pas isomorphes. Cependant, d’apres ce
qui précéde, on a |Aut(Z)| =2 et IAut(%)l = @(6) =2, donc Aut(Z) =
Aut().

Les groupes % et % ne sont pas isomorphes. On sait que Aut(%) =~
Gs et Aut((l—zo)) = Gy, or G5 et Gjg sont des groupes cycliques d’ordre 4,

donc Aut(%) =~ Aut(%).



Chapitre Ill. Groupes monogénes, symétriques et diédraux 47

18.

21. Permutation o1. Les o;-orbites non pontuelles sont Qg, (1) =
(1,3,4,6) et Qg, (2) = (2,5). Nous en déduisons la décomposition cano-
nique de o; en produit de cycles disjoints:

g1 = (1)3)4)6)(2,5)

Les cycles de la décomposition ont pour longueurs 2 et 4, donc (théo-
reme 3.59) I'ordre de o, est ppcm(2,4) = 4. D’apres le théoréme 3.70
et la remarque 3.66, on a £(01) = (—1)3 x (1) = 1. Une décomposition
en produit de transpositions nous est fourni dans la démonstration du
théoréme 3.60:

o1 =(1,3)(3,4(4,6)(2,5).

Etant donné que o; est d’ordre 4 et que 50 =2 (mod 4), on a 0?0 = G%,

donc
s (1 2 3 4 5 6

°TU"'7l4 2 6 1 5 3/

Permutation g,. La permutation o, possede 3 orbites non ponc-
tuelles: Qg, (1) = (1,4,7,8), Qq,(2) = (2,6,5) et Qq, (3) = (3,9). Nous en
déduisons sa décomposition canonique en produit de cycles disjoints

02 = (1y4)7)9)(2)6)5)(3,9)’

son ordre ppcm(4,3,2) = 12, sa signature £(02) = (-1)3x (=1)?x (=1) = 1
et une décomposition en produit de transpositions

02=(1,494,7)(7,9)(2,6)(6,5)(3,9).
Les cycles de la décomposition canonique commutent, donc
0, =(1,4,7,9'"(2,6,5'%(3,9)'%.

Le cycle (1,4,7,9) est d’ordre 4 et 100 =0 (mod 4), le cycle (2,6,5) est
d’ordre 3 et 100 = 1 (mod 3), le cycle (3,9) est d’ordre 2 et 100 = 0
(mod 2), donc

0320 = (1,4,7,9°(2,6,5)(3,9)° = (2,6,5)
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ou encore
wo_(1 23 456 7 89

2 "1 6 3425 7 89)

Permutation o3. Sa décomposition en produit de cycle disjoints est
o3=(1,3,2,4)(5,8,11)(6,7,9,12).

Son ordre est ppcm(4,3,4) = 12, sa signature est £(03) = (—1)3 x (=1)% x
(-1)3 =1, une décomposition en produit de transpositions est

03 =(1,3)(3,2)(2,4)(5,8)(8,11)(6,7)(7,9)(9, 12),

et
0l =(1,3,2,4)%(5,8,11)(6,7,9,12)%,
soit
o (1 23 456 7 8 9 10 11 12
93 =12 1 4 3 8 9 12 11 6 10 5 7]

22. Posons Y' = (j1, jr) (1, jr=1) ... (j1, j2). Si j € Ny \{j1, jo,..., jr}, alors
Y'(k) = k=vy(k). Si keN,_, alors

Y i) = G i) - G, j2) i)

= jr) - U je) Gr)

=...(J1, jrk+1) (1)

= Jk+1

=Y (k).
Etenfin y'(jr) = (j1, jr) (jr) = j1 = Y(jr). Par conséquent y' =y, C’est-a-
dire

(jl;jz,'--’jr) = (jlyjr)(jlrjr—l)---(jlij)-

23. Soit pe{1,2,...,r—1}. Sans perte de généralité, posons y = (1,2,...,7).

Montrons que supp(y?) = N,. On sait déja que supp(y?) < N, (re-
marque 3.38 3°). Montrons l'inclusion opposée. Soit i € N,. Comme



Chapitre Ill. Groupes monogénes, symétriques et diédraux 49

YP (i) est le reste de la division euclidienne par r de i + p, si Y’ (i) =i
alors p est un multiple de r, ce qui contredit la définition de p, donc
i € supp(YP).

Etant donné que y? a pour support N, et qu'une permutation
est un cycle si et seulement si elle a une seule orbite non ponctuelle
(proposition 3.53), la permutation y? est un cycle si et seulement si
o(yP) = r (proposition 3.50). Or (exercice 3.13),

o(y) _ r
pged(o(y),p)  pged(r,p)’

o(y?) =

Il s’ensuit que y” est un cycle si et seulement si r et p sont premiers
entre eux.

Remarque. Un corollaire est que si r est un nombre premier, alors
toute puissance d'un r-cycle est soit un r-cycle, soit I'identité.

24. a) Nous avons r entiers distincts a(j1),0(j2),...,0(j,) tels que

_ . . 0(jks1) silsksr-1
goyes ! (0(jK) =T oY(ji) ={ Tl ™
o(j1) sik=r,

De plus, pour tout entier ke N, \{c(j1),0(j2),...,0(j)}, il existe un
unique entier j € N, \{j1, j2,..., jr} tel que k=0 (j), eton a

cgoyoa l(k)=coy(j)=0(j) =k
Nous avons prouvé que Goyoa‘1 estle r-cycle (o (j1),0(j2),...,0(j;)).
b) Pour tout entier p telque 1< p<n,ona

p_ [ 1 2 ... n—-p n-p+1 ... n
V1= p+l p+2 ... n 1 e p)’

De la question précédente, nous déduisons que Y’f oTjo0 Yl_p est la
transposition
(p+1,p+2) silspsn-2
¥, y'ey=4{a,n sip=n-1
1,2) sip=n.
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Remarquons que
{Gi+D;1<isn-1}c{ylotioy,";1<sp<nic(ti,y1) SSn.

Or I'ensemble des transpositions (i,i + 1) tellesque 1 <i<n-1
engendrent le groupe S,, (proposition 3.64), d’ot1 la conclusion:

Sp=(11,YD-

25. A toute permutation o € S,, associons I'automorphisme intérieur

fi définie par sur S,, par f5(y) = coyoo~!. Lapplication
f:Sp—IntSy,), o~ fs

est un homomorphisme de groupes; en effet, pour tout (o1,07) €S2,

ona

Jo100,(Y) =(01002) o yo (07 00y}
=010(020y00; )00y
= (fol Ong)(Y)-

Par définition, 'homorphisme f est surjectif. Intéressons-nous a son
noyau:

Ker(f)={o0€S;; fo =ids, }
:{Gesn;ooyooflzy}
={o0€S,;00y=Yyo0}

=7(Sy).
Démontrons par I'absurde que le centre de S; pour n = 3 est trivial.
Soient o € Z(S,) \ {e} et j € supp(g). Comme n = 3, il existe k € N, \

{j,0(j)}. Notons T la transposition (j, k). En utilisant le résultat de la
question a) de 'exercice précédent, on a

(j,k)=coto0™! = (a(}),0(k)).

Cela implique que j = o(j) ou k=0 (j) ce qui est impossible.
Nous avons montré que f est un isomorphisme de groupes.
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26. Soient n=4 dans N et i, j, k, [ trois entiers distincts dans N,,. La
décomposition

(irj» k) = (l»])(]»k)

est triviale. Nous en déduisons que

G, 0, kD=3, N3G, kG, k(K D.

Une transposition étant d’ordre 2, nous obtenons

a)

b)

G J, 0 G, kD=3, )k D.

Soit n = 3 un entier. Les 3-cycles de S,, appartiennent a A,;; il suffit
donc de montrer que toute permutation paire o # e de S, peut
s’écrire comme un produit de 3-cycles. Nous savons déja que o
se décompose en un produit d'un nombre pair de transpositions
distinctes (théoremes 3.60 et 3.65):

Y=T1T2...T2s (SEN").
Regroupons les deux par deux:
Y =(1172)...(T25-1T25)-

Pour tout k € N, si supp(t2x—1) Nsupp(tai) = J, alors Top_1 ok €st
un produit de deux 3-cycles, sinon T,;_; T2 est un 3-cycle.

On conclut que, pour tout entier n = 3, 'ensemble des 3-cycles
engendre le groupe alterné A,,.

Soient i, j, k trois entiers distincts dans N, \ {1} ol n = 3. On vérifie
aisément que

L, p=0Q,007)==0,00,H1,7)A,0H=~1,,)4,1).
Nous en déduisons la décomposition
(i, j, k) =3, N3G, k)
=(1,)1, N, HA, HA, KA, )
=1, 7,00,j,00,j,k)

qui permet de conclure que I'ensemble des 3-cycles de la forme
(1,1, j) engendrent le groupe alterné A,,.
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¢) Compte tenu de ce qui précede, il suffit d’écrire un 3-cycle comme
un produit de 3-cycles de la forme (1,1, j). Or

(1,4, 1) =(1,2,7)(1,2,0)?
@4, 1) =(1,2,)%1,2,1)
et pour tout ke N, \ {1,2},
(k,i,j)= (1,2,k)(1,2,j)2(1,2, (1,2, k)2,

donc 'ensemble des 3-cycles de la forme (1,2,i) engendrent le
groupe alterné A,,.

27. Posons o1 =(1,2)(3,4), 02, =(1,3)(2,4) et 03 = (1,4)(2,3). Chacune
de ses permutations, ainsi que e, ont une signature égale a 1, donc
K< A4. La table de multiplication ci-dessous est un carré latin, ce qui
prouve que K est un sous-groupe de Ag.

X e 01 02 O3

e e 01 02 O3
01 01 e O3 02
(o) (o) O3 e (03]
O3 O3 (o) (03] e

Nous reconnaissons la table de multiplication du groupe de Klein,
donc le groupe K est isomorphe au groupe de Klein.

28. a) H est un sous-groupe de Ss. Lensemble H est non vide, puisque
e € H. Soient o et T deux permutations de H. Alors co1~! est une
permutation de Ss telle que 6ot '(1)=o(1)=1, donc oot ! € H.
Par conséquent, H est un sous-groupe de Ss.

Ordre de H. Lapplication H — Sn;\(13, 0 — 0ln;\1; est une bijec-
tion. De plus, les ensembles N5\ {1} et N; sont équipotents, donc
H est un sous-groupe d’ordre 4! = 24.

b) Les transpositions o = (2,3) et T = (1,2) sont deux éléments de K
telles que (o017 1)(1) = 0(2) = 3, donc K n’est pas un sous-groupe
de S5.
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c) F est un sous-groupe de S,,. Lensemble F est non vide car e € F. De
plus, toute application injective d'un ensemble fini dans lui-méme
étant bijective, on a F={0 €S, ; olly, € Sy, }. Ainsi, si o et T sont
deux permutations de F alors (6 o1~ !)(N,) = N;. Par conséquent, F
est un sous-groupe de S,.

Ordre de F. Soit ¢: N, \ N, — N;,,_, une bijection. Elle induit une
bijection Sy,\N, — SN,,_,, 0 — @ oo 0@~ L. Alors I'application

y: F— SN, xSN,_,
o— (olly,,pocop™h).
est bijective, d’oli nous déduisons que I'ordre du sous-groupe F est
égal a
ISN, | % ISN,,_ | =l (n—1)\.

29. a) La commutativité de m avec o résulte de la commutativité de
deux cycles disjoints. On montre que

9

ferofl 23456789
564897231/ """

b) Les permutations m, o et T sont d’ordre 3. Décomposons go T en
produit de cycles disjoints:

1 2 3 45 6 7 8 9

ooT=

56 48 9 7 1 2 3
=(1,5,9,3,4,8,2,6,7).

Nous en déduisons que la permutation oo 1 est d’ordre 9.
¢) Ona

Tooo1 ' =(1,4,7)(2,5,8)(3,6,9)(4,5,6)(7,8,9)(1,7,4)(2,8,5)(3,9,6)

(1 2 3 45 6 7 8 9
231456 89 7

=(1,2,3)(7,8,9),
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32.

b)

33.
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et

1l o00T=(1,7,4)(2,8,5)(3,9,6)(4,5,6)(7,8,9)(1,4,7)(2,5,8)(3,6,9)

(1 2 3 45 6 7 8 9
"2 3156 47 89

=(1,2,3)4,5,6).

Enfin, sil existe un entier k tel que 7 = (g o T)¥, on peut prendre
ke{l,...,8} et dapres l'exercice 111.13, 9/(9,k) =3, d'ou k =3 ou
k = 6. On vérifie immédiatement que k = 6 convient.

a) La matrice X est diagonale, donc pour tout entier k=0, on a
Xk _ (Xk 0
“lo ok

De plus, af = 1 si et seulement si k est un multiple de n. Nous
en déduisons que X est une matrice d’ordre n. Les matrices Y et
XY= (oﬁl g) sont d’ordre 2. Le théoréme 3.74 nous permet alors de
conclure que le groupe multiplicatif engendré par les matrices X et
Y est isomorphe au groupe diédral D,,.

Les matrices U, V et UV sont respectivement d’ordre 4, 2 et 2, donc
d’apres le théoreme 3.74, le groupe multiplicatif engendré par les
matrices U et V est isomorphe au groupe diédral D,.

Les seuls éléments de S, sont l'identité et la transposition (1,2); la

propriété a démontrer est donc trivialement vraie pour n = 2.

Supposons a présent la propriété vraie pour un entier n = 2 fixé et

considérons une permutation o € S,;;. Distinguons deux cas:

Cas o(n) = n. On a alors oly, € S,. Par hypothese de récurrence,

o|n, est un produit de transpositions; il en est de méme de o.

Cas o(n) # n. Posons k = a(n) et T = (k, n). On vérifie que Too(n) =

n, ce qui nous ramene au cas précédent; ainsi Too est un produit

de

transpositions. Nous en déduisons que o = 1o (To0) est aussi un

produit de transpositions.



CHAPITRE IV

Sous-groupes normaux

1. Soit H = {e, h} avec h # e. On sait déja que e € Z(G). Reste a montrer
que h € Z(G). Comme H <G, pour tout g € G, on a ghg™! € H. De
plus h # e implique que ghg™! = h, c’est-a-dire que gh = hg donc
he Z(Q).

2. D’apres le lemme 4.32, il existe un unique homomorphisme o €

Hom(%,%) tel que Moo =aomoli m: G — % etn': G— % sont les
épimorphismes canoniques. La remarque 4.33 permet de conclure

immédiatement que « est un isomorphisme.
3. Soit h = (hy, hp) € H; x Hy. Pour tout g = (g1,82) € G; x Gy, on a
ghg_l =(g1,82)(hy, hz)(g1,gz)_1
= (g1,82)(h1, h2) (g7, 85 1)
=(g1h1g1_1,g2h2g£1)€H1XH2 (car Hy <Gy et Hy <1Gy),

donc
H; x Hp <Gy x Go.

Soit 1t;: G; — G;/H; (i = 1,2) les épimorphismes canoniques. On
construit 'homomorphisme

n=m xT2: Gy x Go — (G1/H;) x (G2/Hy)
(81, 82) — (11(81), M2(82))

La surjectivité de m résulte immédiatement de sa définition. Soit (g1, g2) €
Gl X G2. On a

(81,82) e Kerm < (g1,82) € Kerm; x Kermp, = H; x Hy.

55
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Le 1¢ théoréme d’isomorphisme permet de conclure:

G1 X Gg - G1 y Gz
H;xH, H; Hy
4. Notons a un générateur du groupe cyclique C4. Les sous-groupes
H, = C, x (e) et Hy = (e) x (a®) sont cycliques d’ordre 2, donc H; = Ho.
En utilisant le résultat de 1'exercice 4.4, nous établissons que
G C G G C C4
~ 2 ~ 22

— = —=(e)xCy=Cy et —=—"x-—=CyxCy.
H C (o e H, (o) (a?) 72

Comme le groupe de Klein C; x C n'est pas cyclique (exemple 1.86),

les groupes C4 et C x Cy ne sont pas isomorphes, donc G/H; # G/H».

Les sous-groupes K; = (e) x C4 et K, =Cp x (a®y = C, x C, ne sont
pas isomorphes. En revanche, les groupes quotients
G G (G G C C

—= x—=Cyx(e) et —=—x-—-=(e)xC
Ki (& C4 - Ko Cp (a? 2

sont isomorphes.

5. Posons G; = (TZ), H; =(2), G, =Ds et Hy = (@) o1 a € Gy \ {e}. Les
groupes G et G, sont des groupes d’ordre 4. Le groupe G; est cyclique,
le groupe Gy n’est pas cyclique, donc ils ne sont pas isomorphes. Ils
sont abéliens, donc H; <G et Hy <1Gy. De plus,

(&)_ o(G;) 4

0 = =-=2 (i=12),
H,’ O(Hi) 2

donc les groupes quotients sont cycliques. On en déduit que

Gi G
H H

6. Pour tout (a, b, ¢) € K3, on note M, p,c la matrice

L

(=
S~ Q
—
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En développant le déterminant par rapport a la premiéere colonne, on
trouve immédiatement det(M, ;) = 1, donc I'  GL3(K).
SoitMy pc€l etMy €. Ona

Mu,b,cMa’,b’,c’ = Ma+a’,b+ac’+b’,c+c’

et
-1 _
Ma,b,c - M—a,ac—b,—m

donc T est un sous-groupe de GL3(K).
D’apres 'une des formules ci-dessus,

Mg pe € Z(I) < V(d,b,c)eK?, ac=dc.
On trouve a =0 et ¢ =0. Ainsi
Z() = {Myp0; beK}.
Lapplication ¢: K— Z(K) définie par
@P(x) = Mo, x,0

est un homomorphisme. 1l est clairement bijectif, donc Z(I') = K.
Soit 'application y: I' — K x K définie par

Y(Mg,p,c) = (a,c).

Y est un homomorphisme de groupes. En effet, pour tout (M p,c, My pr o) €
2
Y(Mg,p,cMa b)) = WMasa brac+b' c+c')
=(a+d,c+c)
=(a,c)+(d', ¢
= W(Ma,b,c) + W(Ma’,b’,c’)'
11 est surjectif et Kery = Z(I'). Le 1¢* théoreme d’isomorphisme permet
de conclure:

r
—=KxK.
Z(T)
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8. Nous savons déja que A3 <1S3 (théoréme 4.7). Soit H # (e) un sous-
groupe propre normal de Ss3. Alors, d’apres le théoreme de Lagrange,
o(H) € {2,3}. Supposons que o(H) = 2, alors H = (1) ou T est une
transposition. Notons 1 = (i, j), et soit la transposition y = (i, k) ol
keN3\{i,j}. Alors yotoy ' = (j, k) ¢ H, donc H # S3. On en déduit
que o(H) = 3. Le sous-groupe H est cyclique (car d’ordre premier) et
est donc engendré par 'un des cycles o1 = (1,2,3) ou 02 = (1,3,2). On
remarque que oy = 0% et que o) € A3 donc H = (0;) € A3. Comme
|As| =3!/2 =3, il vient H = A3. En résumé, Az est |'unique sous-groupe
propre normal de S3 différent de (e).

9. H est un sous-groupe de Sy : Son unique élément # e est un pro-
duit de deux transpositions a supports disjoints donc est d’ordre 2. Il
s’ensuit que H est stable pour I'inverse et le produit, donc H < S4.

K est un sous-groupe de S, : Les éléments # e de K sont des trans-
positions a supports disjoints, donc ils sont d’ordre 2 Il s’ensuit que
K est stable pour I'inverse. Reste a vérifier la stabilité du produit. Sa-
chant que dans un groupe, si deux éléments ainsi que leur produit
sont d’ordre 2 alors ils commutent (exercice 5, chapitre 1), il suffit
d’effectuer les produits suivants:

(1,2)3,4)(1,3)(2,4) = (1,4)(2,3)
(1,2)3,4(1,4)2,3) =(1,3)(2,4)
1,3)2,9(1,4(2,3) = (1,2)(3,4).
On a bien K < Sy4.
K est un sous-groupe normal de Sy : Soit 0 € S4 et (i, j)(k,]) un
produit de transpositions a supports disjoints. On a
go(i,j)o(k,Doc t=0o(i,jlo taok,loc™}
=(a(@),0(j)) e (ak),a(d)).
Les deux transpositions (o (i), 0 (})) et (a(k),o(])) sont disjointes, et K

contient toutes les permutations qui sont le produit de deux transposi-
tions a supports disjoints, donc

oo(i,flo(k,)oc L eK.
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H est normal dans K : Le sous-groupe H est inclus dans le sous-
groupe abélien K donc H < K.
H n'est pas normal dans Sy : Soit o = (2,3). Alors

0(12)34)o ' =0(12)0 'c(34)07!
=(o(1)o(2)(c(3)c(4)
=(13)(24) ¢ H,

Donc H 4 S4.

13. a) Le groupe % est d’ordre 1, donc pour tout x € G, on a x" =
x" = e, c’est-a-dire x" € H.

b) Soit x € G et d = o(X). D’apres le théoreme de Lagrange d | n. Lin-
clusion x¥ € H implique X¥ = & donc d | k. Comme (k,n) = 1, on en
déduit que d =1, c’est-a-dire X = e puis x € H.

15. a) Notons k I'ordre de X.

Montrons que k divise n. Cela résulte de x" = x" = e et du corol-
laire 3.7.

Montrons a présent que 7 divise k. On a x* € H puisque x* = ¥
e. Il s'ensuit que o(x¥) divise m (corollaire 2.10). Or, nous avons
montré a I'exercice 3.13 que o(x*) = n/pged(n, k). Par conséquent,
o(x*) divise également n. Or n et m sont premiers entre, donc
o(x¥) =1, si bien que n divise k. Finalement, n = k; autrement dit,
on a bien o(x) = n.

k:

b) Les entiers m et n étant premiers entre eux, il existe deux entiers
u et v tels que mu+ nv = 1. Nous en déduisons que x = yh olu
y=x""et h=x"". Ftant donné que o(X) = n, on a x" € H, donc
h eH, puis y € x. Il nous reste a montrer que o(y) = n.

Notons p l'ordre de x et k 'entier tel que p = kn (o(x) divise o(x)).
On a m =o(H), or o(x") = p/ pged(p, n) = kn/ pged(kn, n) = nk/n=
k. Or x" € H implique que o(x") divise m = o(H), par conséquent k
divise m. Soit [ 'entier tel que m = kl. De 1 = mu+nv = k(lu)+ nv,
on déduit que les entiers [u et n sont premiers entre eux, ce qui
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nous permet de conclure que

p B kn _ n -
pgcd(p, mu) a pged(kn, klu) B pged(n, lu) B

o(y)=

16. Démontrons par récurrence forte sur 'entier n que ’assertion
suivante est vraie pour tout n=2:

Soit G un groupe abélien d’'ordre n. Si p est un diviseur
premier de n, alors G contient un élément d'ordre p.

Soit G est un groupe d’ordre 2. Lunique diviseur premier de 2 est 2,
or 'unique élément x distinct de I'élément neutre est d’ordre 2, donc
I'assertion est vraie pour n = 2.

Soit un entier k > 1. Supposons que l’assertion est vraie pour tout
entier n tel que 2 < n < k. Soient G un groupe d’ordre k+1 et p un
diviseur premier de k+ 1. Distinguons deux cas.

Cas 1: le groupe G na pas d'autres sous-groupes que G et (e). Dans
ce cas, G est cyclique d’ordre premier (proposition 3.16), donc tout
élément de G distinct de e est d’ordre p (proposition 3.18).

Cas 2: le groupe G admet un sous-groupe propre H # (e). Comme
G est abélien, le sous-groupe H est normal dans G et % est un groupe
abélien (proposition 2.24). De o(G) = o(£) o(H) (proposition 2.15), on
déduit que p divise o({) ou o(H). Supposons que p divise o(H). Etant
donné que 2 < o(H) < n, d’apres 'hypothése de récurrence, il existe
dans H un élément d’ordre p. Supposons que p divise o(g). Comme
2< o(%) < n, d’apres 'hypothése de récurrence, le groupe % contient
un élément d’ordre p et celui-ci possede un représentant d’ordre p
dans G (exercice 4.15).

Dans les deux cas, nous avons montré que l’assertion est vraie
pour n =k +1. Le principe de la récurrence forte nous permet alors de
conclure que I'assertion est vraie pour tout entier n = 2.

17. a) Soient ¢ et T deux permutations de ’ensemble E.

1) Pour tout x € E, on a o(x) # x si et seulement si x # 071 (x), d’ol
s(o) =s(e™1).
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b)

2) Soit x € s(ooT). Si x ¢ s(1), alors (0o T)(x) # x devient o(x) # x,
donc x € s(o). Par conséquent, s(oo 1) S s(0) U s(T).

3) Soit x€E.Ona (cgotoo 1)(x) # x si et seulement si T(c™!(x)) #
o l(x), dott s(coToo™H) = a(s(1)).

4) Soit x € E. Si x ¢ s(o) U s(1), alors (ooT)(x) = 0(x) = x et (To
0)(x) =t(x) = x. Si x € s(o) alors x ¢ s(t) dou1 (0o T)(x) = 0(x).
Remarquons que o(x) € s(o) car (0(x)) # o(x), donc (100)(x) =
o(x). De méme, si x € s(1) on a (to0)(x) = (0oT1)(x). Nous
concluons que cotT=ToO.

SE) est un sous-groupe normal de Sg. Lensemble S ) est non vide;
en effet, idg € S(g). Soient o et T deux permutations de E a support
fini. D’apreés les propriétés 1 et 2, on a s(cot ) S s(o)us(t™!) =
s(0) U s(1). Nous en déduisons que [s(cot™ V)| < |s(0)] +]|s(T)| < o0,
donc S est un sous-groupe de Sg.

De plus, d’apres la propriété 3, pour tout o € S) et T € Sg, on a
Is(tooot )| =|1(s(0))| = |s(0)| < o0, donc S g) <ISk.

Les groupes Sg, et S(g) sont égaux si et seulement si E est fini. Quel
que soit 'ensemble E, on a toujours Sg) < Sg. Si E est fini, il est clair
que Sg €Sy, donc Sg =S(x). Si E est infini, considérons une suite
injective (x,),>0 d’éléménts de E. Alors la permutation o définie
par

0(x27) = X2i+1
0(X2i41) = X2;

est a support infini, ce qui montre que Sy est un sous-groupe
propre de Sg. Par conséquent, si Sy = Sg, alors E est fini.

Si E est un ensemble infini, alors Sy est un groupe infini dont tout
élément est d’ordre fini et Sg/S ) est un groupe infini. Soit (x,) >0
une suite d’éléments de E. Alors {(xg, x;); k € N*} est une famille
infinie de transpositions de S, donc Sy est un groupe infini.

Soit 0 € S(g). Alors Ol s € Ss(0)- Notons 7 'ordre de o|ls). Il est

clair que 0" = e, donc o est d’ordre fini. Ainsi, tout élément de S,
est d’ordre fini.
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Puisque S est un sous-groupe normal de Sg, 'ensemble Sg/S )
est un groupe. Si ce groupe est fini, alors pour toute permutation
0 € Sg, il existe un entier n > 0 tel que 0” € Sg). Comme S g est fini,
cela implique que o est d’ordre fini. Soit (x,) ,ez une suite injective
d’éléments de E. Alors le cycle y = (..., X2, Xx_1, X, X1, X2,...) défini
par y(x;) = x;4+1 pour tout i € Z, est d’ordre infini. Il s’ensuit que le
groupe Sg/S) est d’ordre infini.

19. Nous avons H<1G et Z(H) C H (proposition 4.43), donc Z(H) <G
(proposition 4.44).

Dans le groupe Qg (exercice 4.18), considérons le sous-groupe nor-
mal H = (a). Ftant donné que Z(H) = H et que H est d’ordre 4 alors
que Z(Qg) est d’ordre 2, I'inclusion Z(H) < Z(Qg) est exclue.

21. Soient g et g’ deux éléments conjugués d’un groupe fini G. 1l existe
xeGtel que g’ =xgx~!, d'ol1 g = xg"x~! pour tout n € N. Il s’ensuit
que g'" = e si et seulement si g" = e. Par conséquent, les éléments g

et g’ ont le méme ordre.

22. Soient les décompositions canoniques des permutations u et v
en produit de cycles disjoints, u = (1,2,5)(4,6) et v = (1,5)(2,3,4), et
soit o € Sg telle que (o(1),0(2),0(5)) =(2,3,4) et (0(4),0(6)) =(1,5), par
exemple

(1 2 3 45 6

9“2 3 6 1 4 5/

Alors en utilisant le résultat de la question a) de 'exercice I11.24, on
trouve

gouoo '=go (1,2,5)00_1 000(4,6)00_1
=(0(1),0(2),0(5))(0(4),0(6))
=(2,3,4(1,5)

=1,

ainsi les permutations u et v sont conjuguées dans Sg.



CHAPITRE V

Groupe opérant sur un ensemble

1. Pour tous nombres réels a, b et ¢, notons M(a, b, ¢) la matrice
a b
0 c)’

G={Ml(a,b,c);ac#0}.

de sorte que

On a det(M(a, b,c)) = ac, donc G <€ GL(2,R). Lensemble G est non
vide, car il contient la matrice identité I = M(1,0,1). Soient M(a, b, c¢) et
M(da', b, ') deux matrices de G. Alors

M(a,b,c)_lzi(c _b)zM(l,—ﬁ,l)eG
ac\0 a

et

aa  ab +bc’

AN AN
M(ayb)C)M(arb)C)_( 0 Cc!

) =Ml(ad,ab' +bc',cc) e G

donc G est un sous-groupe de GL(2,R).
Lapplication

ax+b

GxR—R, (Ml(a,b,c),x)—Ml(a,b,c)-x=

définit une action de G sur R car elle vérifie les deux conditions sui-
vantes:

— pourtout xeR,onal-x=x;

63
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— pour toutes matrices M(a, b, c) et M(a',b’,c') de G, on a

ax+b
C/

M(a,b,c)- (M(d,b',c")-x) =M(a, b, ¢) -

! /
adxty ij +b
c
aa' x+ab' + bc’

cc’
=M(ad,ab’ +bc',cc) - x
= (M(a, b,c)M(d’, V', ")) - x.
Le noyau de cette action est le sous-groupe
{M(a, b,c) €G; M(a, b, ¢)- x = x pour tout x € R}
={M(a, b,c) € G;(ax+b)/c = x pour tout x € R}
={M(a, b,c) € G;(a-c)x = —b pour tout x € R}
={M(a,b,c)eG;a=cetb=0}
={al;acR"}.
Le stabilisateur de 0 est le sous-groupe
Go ={M(a,b,c) € G;M(a,b,c)-0=0}
={M(a,b,c) €G;b/c=0}
={M(a,0,c) € G},
c’est-a-dire le sous-groupe de G des matrices diagonales.
Lorbite de 0 est 'ensemble
Qo ={M(a, b,c)-0;M(a,b,c) € G}
={blc;(b,c) eRxR*}
=R

2. a) Soit {x;}1<i<r une famille de représentants des G-orbites non
ponctuelles. Puisque Eg = @, on a I'égalité

.
17=)"1Qy,l.
i=1
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b)

3.

b)

c)

Pour chaque i € {1,...,r}, [Qy;| divise |G| = 15, donc [Qy,| € {3,5,15}.
Notons « (resp. f, Y) le nombre de G-orbites de longueur 3 (resp. 5,
15). Le triplet (o, p,y) vérifie 'équation

17=3x+5y+15z

dont 'unique solution dans N3 est (4,1,0). Nous concluons quilya
5 G-orbites: 4 G-orbites de longueur 3 et une G-orbite de longueur
5.

Soit {x; }1<i<r une famille de représentants des G-orbites non ponc-
tuelles. Supposons que Eg soit vide. On a alors

,
19=)"1Qy,l.
i=1

Pour chaque i € {1,...,7}, Q| divise |G| = 33, donc |Qy,| € {3,11,33}.
Soit a (resp. B, Y) le nombre de G-orbites de longueur 3 (resp. 11,
33). Le triplet (a, B, y) est solution de I'équation

19=3x+11y+33z.

Or, nous pouvons facilement vérifier que cette équation n'a pas de
solution dans N3. Contradiction. Nous en déduisons que I'ensemble
Eg des points fixes n’est pas vide.

a) Soit G=¢((1,2,3)) =1{e,(1,2,3),(1,3,2)}. Nous avons une partition
de N4 en exactement deux G-orbites: Q; ={1,2,3} et Q4 = {4}. Les
stabilisateurs de I'’élément i € N4 sont les permutations o € G telles
que i ¢ supp(o), dou G; =Gy =Gz ={e} et G4 =G.

Soit G=((1,2),(3,4)) ={e, (1,2),(3,4),(1,2)(3,4)}. Le G-ensemble Ny
a deux orbites, Q; = {1,2} et Q3 = {3,4}, et les stabilisateurs sont
G =G2=1{e,(3,9)} et G3 =G4 ={e,(1,2)}.

Soit G = A4. C’est un groupe d’ordre 12 dont les éléments sont
e, les produits de deux transpositions a supports disjoints et les
3-cycles. Déterminons 'orbite de 1. Comme G contient les per-
mutations (1,2)(3,4), (1,3)(2,4) et (1,4)(2,3), nous en déduisons
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que Q) = N4, et donc qu’il n'y a qu'une seule G-orbite. Les sta-
bilisateurs sont G; = {e,(2,3,4),(2,4,3)}, G2 = {e,(1,3,4),(1,4,3)},
Gs=1{e,(1,2,4),(1,4,2)} et Gy ={e,(1,2,3),(1,3,2)}.

. @) On note I la matrice identité du groupe G. Pour tout (x, y) € R?,

ona
(x, ) - I=(x,y).
Légalité
(x,y)-AB=((x,)-A)-B
pour tous (x, y) € R? et (A, B) € G2 est une conséquence de la distri-

butivité de la multiplication matricielle. Ainsi G opére bien a droite
sur R%.

La correspondance

P2xG—-9D
(Vect{u},A) — Vect{u-A}.

est une application; en effet, si u et v sont deux vecteurs non nuls
tels que Vect{u} = Vect{v}, alors il existe A € R* tel que v = Au,
donc v-A=A(u-A), si bien que Vect{v-A} =Vect{u-A}.

Cette application définit une action a droite de G sur 2. Soient A et
B deux matrices de G et u un vecteur non nul de R%. On a

Vect{u}-1=Vect{u-1} =Vect{u}
et

Vect{u}- (AB) = Vect{u- (AB)}
= Vect{(u-A)-B}
=Vect{u-A}-B
= (Vect{u}-A)-B

Déterminons le sous-groupe d’isotropie Gp de la doite D = Vect{(2,1)}.
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Méthode 1. On a (% 5) € Gp si et seulement si D-(45) =D, c'est-
a-dire si et seulement si les vecteurs (2a+ c,2b+ d) et (2,1) sont
colinéaires, donc

a b
GD_{(C d)eG,Za—4b+c—2d—0}.

Meéthode 2. Soit A € G. Alors A € Gp si et seulement si il existe A € R
tel que
2,1)-A=A(2,1).

c’est-a-dire, si et seulement si

64

ot (2) est la matrice du vecteur (2,1) dans la base canonique % =
(e1,e2). Notons u I'isomorphisme linéaire de R? tel que

'A =Matg (w).

Considérons la base € = (fi, f2) ot fi=12,1) et fob=(-1,2).On a
a b
Matg (u) = (0 c)

avec (a, b, c) € R® et ac # 0. La matrice de passage de la base %8 ala

base € est
b _[2 -1
ZE€=\1 2

1(2 1
-1 _ =
et )

Son inverse est

Du coup,

Matgg (1) = Pg ¢ Mateg ()P

_1(4a-2b+c 2a+4b-2c
“5l2a-b-2c a+2b+4c
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Etant donné que AM € Gp pour tout (A,M) € Rx Gp, on conclut que

GDz{

Meéthode 3. Soit E; = Vect{e; } la droite engendrée par le premier
vecteur de la base canonique de R?. Son stabilisateur Gg, est 'en-
semble des matrices de GL(2,R) telles que

4a-2b+c 2a-b-2c
2a+4b—-2c a+2b+4c

);(a,b,c)eRg,ac;éo}.

a b
6 (* 2)-n
soit
Vect{(a,b)} = Ej,
donc

GEIZ{(Z g)md#o}.

La matrice A = (3 1) appartient 2 GL(2,R) et
D=E;-A

donc, d’apres le théoreme 5.18 adaptée aux actions a droite, on a

Gp =A"'Gg,A
_[(4a-2c 2a-c-2d). 3
—{( ac 2c+dd ),(a,c,d)eR,ad;éO}.

Déterminons l'orbite de la droite D. Soient Dy = Vect{(x;,y;1)} et
Dy = Vect{(xy, y»)} deux droites du plan. Du cours d’algebre linéaire,
nous savons qu’il existe une matrice A € G telle que

A =02)

(x1, 1) - "A = (x2,¥2),

11 s’ensuit que
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donc
D;-‘A=Dp,

ce qui prouve que Qp = 2. D’apres le théoreme 5.19, la H-orbite
de D contient |H|/|Hp| = 4 droites:
D =Vect{(2,1)}, D-A=Vect{(-2,1)},
D-B=Vect{(1,-2)}, D-AB =Vect{(1,2)}.

-1 0 0 -1
A= ( 0 1) et B= (1 0 )
On vérifie facilement que o(A) = 2, o(B) = 4 et 0(AB) = 2, donc

le sous-groupe H est isomorphe au groupe diédral D4 (proposi-
tion 3.74) d’ordre 8 (proposition 3.71) et on a

c) Soient

H={I,A,B,B? B* AB,AB* AB®}

ou
-1 0 0 1 0 1
2 _ 3_ _
B‘(o —1)’ B‘(—l 0)’ AB‘(I 0)’
, (10 s (0 -1
AB _(0 D - e

Le stabilisateur de la droite D pour I'action de H sur & est Hp =
Gp NH (remarque 5.39), donc Hp = {I,B?}.

5. Pour toute matrice M= (¢ 9) €T, ona
0,0M=(0,0, (1,1)M=(a,b), et (0,1))M=(0,b),
d’ol1 nous déduisons immédiatement que

a 0
Foo0=I, TI'qp=I et I'pny= { (0 1) ya> 0}.

Les 9 I'-orbites sont:
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— les quatre quadrants

Tan=1(x €R?x>0,y>0},
[, ={(x,) eR*;x<0,y>0},
T i-p=1{xy)eR*x<0,y<0},
Ta-p={(x,y) eR*x>0,y<0}

— les quatre demi-droites

Ta0 ={(x,y) €ER*; x>0,y =0},
T =1(xy) €R*x=0,y>0},
[ 10 =1{(x,y)€eR*;x<0,y=0},
L1 =1{(x,)€eR*;x=0,y<0};

— le pOiIlt r((),()) =(0,0).

7. a) Soient (x,y) € Nfl. Ftant donné que G opere transitivement sur
N, il existe une permutation n € G telle que n(x) = y. Soit o € Hy.
Comme H<IG, onamocoon ! € H. De plus, (mocgon })(y) = (o
0)(x) =n(x)=y,donc mooonle H,. Il s’ensuit que nHn !¢ Hy,
d’ou o(Hy) < o(H,). Par symétrie, I'inégalité opposée est également
vraie, donc o(H) = o(Hy). La conclusion vient du théoréme 5.19 et
de la proposition 2.15:

|Qx| =o(H)/0o(Hy) = o(H)/o(Hy) = [y

b) L'énoncé de la question n’est pas correct. En effet, si H = (e), alors
les H-orbites de N, sont ponctuelles. Puisque n = 2, nous en dédui-
sons que H est intransitif sur N,,. Dans la suite, nous démontrerons
le résultat suivant:

Si H est non trivial et que n est un nombre premier, alors H opére
transitivement sur N,.
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Puisque les H-orbites forment une partition de N, le nombre d’or-
bites r, leur cardinal m ainsi que n sont liés par la relation rm = n.
La primalité de n implique que r =1 ou r = n. Le cas r = n est excluy,
car toutes les orbites seraient alors ponctuelles, ce qui entrainerait
H = (e). Nous en déduisons que r = 1; autrement dit, le groupe H
opere transitivement sur N,.

10. a) — Remarquons que Gx =[x Gx et que pour tout x € X, on

b)

c)

aGgy= gGyg~! (théoréme 5.18). Il s’ensuit que

Ggx=[1Ggx=[)8Gxg™' = g(ﬂ Gx)g‘1 =gGxg .

xeX xeX xeX

— Laction de G sur E induit une action de G sur & (E) par 'ap-

plication G x 2(E) — 2 (E), (g,X) — gX. Les ensembles G)*( et
G sont alors les stabilisateurs de X et gX pour cette action.
Leégalité szx = gG;‘(g‘1 résulte alors du théoreme 5.18.

Bien entendu, Gy, égal a I'intersection des sous-groupes {Gy; x €

X}, est un sous-groupe de G. De méme, Gy est un sous-groupe

puisque c’est le stabilisateur pour I'action de G sur 2?(E) décrite a

la question précédente.

Enfin, pour tout g € G}, on a gGxg ™' = Ggx = Gx, donc Gx < G§.

Pour tout g € G, on a gX =X, d'out G; = G. D’aprés la question

précédente, on a Gx < G. Soit 'homorphisme G — Sx associée a

I'action de G sur X. Son noyau est {x € X; gx = x pour tout ge G} =

Gx. Nous en déduisons, d’apres le 1¢" théoreme d’isomorphisme,

que G—C; est isomorphe a un sous-groupe de Sx.

11. Ona

k k k
Kerg = () Kerm; =[G; = {geG;gxzxpourtoutxe UXi =E}.
i=1 i=1 i=1

Comme G opére fidélement sur E, nous en déduisons que '’homomor-
phisme ¢ est injectif. Le 1¢* théoréme d’isomorphisme permet alors de
conclure que G est isomorphe a un sous-groupe de S;; xSy, x++- xSy, .
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12. Le groupe G opere par translation a gauche sur 'ensemble quo-
tient Qy = [%)g. Considérons le morphisme de groupes y: G — Sqy
associé a cette action et notons K son noyau. Il est normal dans G et
est inclu dans H (proposition 5.15). Le groupe (—I;’ est isomorphe a un
sous-groupe de Sq,, (1°' théoréme d’isomorphisme), donc [G: K] divise
[Squ! = [G:H]!=nl

13. Faisons une démonstration par I'absurde. Supposons que Z(G) =
(e). Soient {x,...,x;_1} une famille de représentants des classes de
conjuguaison distinctes et non ponctuelles de G. D’apres I'équation
aux classes, nous avons

k-1
0(G) =1+ |Qy,l.
i=1

Comme |Qy,| divise o(G) pour tout i € {1,...,k—1}, on a [Qy,| = p. Par
conséquent, o(G) =1+ (k—1)p, puis

G 1
I A T
p p
d’ot1 la contradiction
o(G)
—z=k
p

Nous avons donc bien Z(G) # (e).

14. a) Les cycles y1,Y2,...,Y: étant disjoints, ils commutent deux a
deux (proposition 3.39); on peut donc supposer que 1 < n) < np <
... < n;. Lunicité de la décomposition a I'ordre des facteurs pres
permet de conclure que toute permutation de S, détermine une
partition de I'entier n.

b) Deux cycles sont conjugués dans S,, si et seulement si ils ont méme
longueur. Soient y = (j1, ja2,..., j;) et Y = (j{,jé,...,j;,) deux cycles
dans S;,.

Supposons que y et Y’ sont conjuguées. Alors il existe o € S, telle
que

Y =coyoo L.
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On a montré a I'exercice 3.24 que Yy’ est le t-cycle
(G(jl)) G(jz), --wo-(jt)))

donc longy =longy’.

Réciproquement, supposons que longy =longy'. Il existe une per-
mutation o € S, telle que o(ji) = j,’C pour tout k€ {1,2,...,t}. Elle
vérifie

ogoyoo ! =(0(j1),0(j2)...,0()) = (1, b D =Y,

donc les cycles y et Y’ sont conjugués.

Deux permutations sont conjuguées dans Sy si et seulement si elles
déterminent la méme partition de n. Soient ¢ et ¢’ deux permuta-
tions dans S;,. D’apres la premiere question, il existe deux familles
de cycles disjoints (y;)1<i<; €t (Y;.)ls,-s ¢ telles que

-
s
I
3

Il
—

O=Yi0Y20--:0Yy, lsm<sms<...<n; et

‘1\

o' =yjoyyo-0Y),, l<ni<n

S~
N
N
S
]
&
S

Il
N

t i
1

Supposons que o et ¢’ déterminent la méme partition de n. D’apres
la premiere partie de la question, il existe une famille de permuta-
tions (m;)1<i<r dans S, telle que
I _ -1
Yi=ToYiom; .
Les cycles vy, Y2, ..., Y: étant disjoints, nous pouvons définir une
permutation nt dans S, en posant

JT| =T;.

supp(Y;)

On a alors

Y;=noyion!
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pout tout i € Ny. Il s’ensuit que

nooon‘l :‘JIO(Y10Y20-'-0Y,;)07[_1
= (J'[oYlon_l)o(r[oYZOT[_l)o---o(noyton_l)
=YieYzor-oy;
:0',’

donc les permutations o et ¢’ sont bien conjuguées dans S,,.
Réciproquement, supposons que o et ¢’ sont conjuguées dans S;,.
Alors il existe € S, telle que

o' =mogonl.

On a alors
! ! I -1 -1 -1
Y1°Y2°"'°~-Ytr—(7TOY1°T[ )O(T[OYon[ )o~~-o(noyton )
avec, pour tout i € Ny,
long(moy;on!) =longy;.

Lunicité de la décomposition en cycles disjoints (théoréme 3.55)
entraine t =1’ et

! ! !
(ny,ny,...,ny) = (ny,ny,...,ny).

Des permutations conjuguées déterminent donc bien la méme
partition de n.

Le nombre de classes de conjuguaison de S,, est égal a p(n).

La question a) définie une application de S,, vers I'’ensemble des
partitions de n. Comme deux permutations conjuguées déterminent
la méme partition, elle induit une application ¢ de '’ensemble des
classes de conjuguaison de S,, vers les partitions de n. Puisque deux
permutations qui déterminent la méme partition sont conjuguées,
I'application ¢ est injective. Reste a démontrer la surjectivité de ¢.
Pour cela considérons une partition (n, n,..., n;) de n. Pour tout
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i € N¢, notons y; le n;-cycles (s;—1,5;-1+1,...,5;—1) ousp =1 et

Si = Z}:l n;j pour tout N;. La classe conjuguaison de y1Y2...Y; a
alors pour image (11, ng, ..., ).

17. a) Il est clair que pour tout (a, a’) € X2 tel que a#a',onaS(a,-)n
S(d',-) = @. Par construction, S(a,-) €S pour tout a € X, d’ot1 I'in-
clusion UgexS(a,:) €S. Comme (a,b) € S(a,-) pour tout (a,b) €S,
nous avons l'inclusion réciproque, d’ou I'égalité S = U,exS(a, ). 1l
s’ensuit que la famille {S(a,-); a € X} est une partition de S. Il en est
de méme de la famille {S(:, b); b € Y}. Nous en déduisons que

SI= Y 1S(a,)l = Y ISC, b)L.

aeX beY

b) — Soit(g,x)€eGxE.Ona

S(g,)=1{(g x) €S}
={(g,x)eGxE;gx=x}
={(g,x)eGxE;xeF(g)}
={g}xF(g)

et

S(,x)=1{(g,x) €S}
={(g,x)eGxE;gx=x}
={(g,x) €GxE;geGy}
=Gy x{x}.

Par conséquent,

Y IS(g )= Y l{gtxF(@l= Y IF@l
geG 8<G geG

et

S ISG0I= Y 1Gy x {x}] = Y IGyl.

x€E x€E x€E



76 Eléments de théorie des groupes. Solutions des exercices

D’apres I'égalité établie a la question précédente, nous avons

donc
Y IF@] =) Gyl

geG x€E

Comme les G-orbites de E forment une partition de E, on a

t

DG =) D Gyl

x€E i=1 erxi

si bien que
t

Y IF@I=) Y |Gl

geG i=1x€Qy;

— Pour tout x € Qy;, les sous-groupes Gy et Gy, sont conjugués
(théoreme 5.18), d’ou1 |G| = |Gy, |. La formule précédente peut

donc s’écrire
t

S IR@)] = Y104 1Gy, .

geG i=1
Or |Qy, | = [G: Gy,] (théoreme 5.19) et |G| = |Gy, |[G: Gy,] (pro-
position 2.15), d’ot1 la formule de Burnside:

> IF(@)l = t|Gl.

geG

¢) Si G opere transitivement sur E, alors il n'y a qu'une seule G-orbite
(t =1). La formule de Burnside devient alors

Y IF(g)| =Gl

geG

19. a) Evident.

b) Supposons que G est k-transitif sur E. Soient x € E et deux (k —
1)-uplets (x1,x2,...,Xk=1), (J1,¥2,..., Vik—1) d’éléments distincts de
E\{x}. Alors (x,x,...,Xk-1) et (x,y1,..., Vk-1) sont deux k-uplets
d’éléments distincts de E, doncil existe ge Gtel g-x=xet g-x; = y;
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c)

pour tout i € Nx_;, ce qui nous permet de conclure que G, est
(k —1)-transitif sur E\ {x}.

Réciproquement, supposons que pour tout x € E, le groupe Gy
est (k—1)-transitif sur E\ { x}. Soient (x1, x2,...,X¢) et (¥1,V2,---» V&)
deux k-uplets d’éléments distncts de E. Il existe (g, h) € Gy, x Gy,_,
tel que g-x; = y; pour tout i € Ny_1, h-y; = y; pour tout i € Ny_, et
h- xi = y§. On vérifie que

h-yi=yi sii€Ng_

hg-xi=h-g-x;=
&% g% {h-xkzyk sii=k.

Le groupe G est bien k-transitif sur E.

— D’apreés la question a), G est transitif sur E, donc la formule
de Burnside (exercice 5.17) s’écrit

IGl= Y IF(g)I.
geG
Soit x € E. Le groupe G, opére transitivement sur E\ {x}; les
G,-orbites de E sont donc E\ {x} et {x}. La formule établie a
I'exercice 18 donne

2|Gl= Y IF(g)I*.
geG

— Notons E® I'ensemble de k-uplets d’éléments deux a deux
distincts de E. L'action de G sur E induit une action de G sur
E® definie par

g (X1, %2,...,Xk) = (8- X1,8" X2,..., 8 Xk)

pour tout g € G et (x1, X2, ...x;) € E®., Laction de G sur E étant
k-transitive, celle de G sur E®) est transitive. Par conséquent,
nous déduisons du théoreme 5.19 que

Gl = |GIIEP|

ot xe E®. Or [E®|=nn-1)...(n—k+1), ce qui prouve que
|G| est divisible par n(n—1)...(n—k+1).
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22. Soit f un isomorphisme de N; sur N,. Nous savons que

fi: Aut(Ny) — Aut(Ny)
g— fogof™!

est un isomorphisme de groupes (exercice 32, chapitre I). Considérons
I'application

¢: Hol(N;) — Hol(N»)
(x,0) — (f(x), fi ().

Lapplication ¢ est un morphisme de groupes; en effet, quels que
soient (x,a) et (y,p) dans Hol(N;), on a

@0, 091,B) = (£(0), (@) (FO), iB))
=(fOA@U W), il o fi(B))
= (f) f@y), filaop))

(f (xa(y)), fi(ao P))

(xa(y),o0p)

((x, 00 (,8))-

=¢
=¢
L'application ¢ est bijective, car, Ker¢g = Ker f x Ker f; = (e,idy;,) et

Im@=1Im f xIm f; = N> x Aut(N>).
En conclusion, les groupes Hol(N;) et Hol(N>) sont isomorphes.

27. 1° a) Soit x € E. Etant donné que 0 est un isomorphisme, il nous
suffit de démontrer que 0(Gy) = G;\(x). Quel que soit g € Gx, on a
0(g)-A(x) =A(g-x) = A(x), donc B(Gy) < G;\m. Réciproquement,
si g'€G),,, il existe g € G tel que B(g) =g’. On a alors A(g-x) =

g%) ~))\(x) =g’ A(x) = A(x), si bien que g-x = x, donc G;\(x) c

%)-

b) G transitif sur B < G'transitif sur E'. Soit x € E. Lorbite de x
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c)

étant notée Q, et celle de A(x) étant notée Q;\(x), ona

Q=18 Ax); 8 €G}
={0(g)-A(x); g€ G}
={A(g-x);g€eG}
= A Q).

Nous en déduisons immédiatement que G est transitif sur E si
et seulement si G’ est transitif sur E'.

G transitif surE = V(x,y) e ExE',Gy = G),. Soit (x,y) € ExE'.
D’apres la question précédente, les sous-groupes Gy et G;\( 0
sont isomorphes. Nous venons de démontrer que G’ est transitif
sur E/, donc il existe g’ € G’ tel que y = g’ - A(x). Il s’ensuit que
GS, et G;\(x) sont isomorphes (théoréme 5.18). Finalement, les
sous-groupes GS, et G, sont isomorphes.

Soient les sous-groupes H = NycgGy et H' = Ny cp'G. Remar-
quons que le groupe G opere fidélement sur E si et seulement si

H = (e). Comme 0 est injective, on a

B(H) = (] 6(Gy),

x€E

puis d’apres la question 1° a),

o) =) G’Mx),

x€E

et enfin, A étant surjective,
0H) = [ Gx;
x'eE’
autrement dit,
0H)=H'.

Etant donné que 0 est un monomorphisme, nous en déduisons
immeédiatement que G opere fidelement sur E si et seulement si
G’ opere fidelement sur E'.
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2° Pour tout (g,h) € G%, on a

@(gh) =Aoygpol™
=AoygoypoA~!
=AoygoA todoy,A7!
=@ o).

De plus,

Keryg = {gEG;)\ngO)\_l =idg}
={ge€G;Ag=A""oidg oA}
={geG;Ag =idg}

et puisque G agit fidelement sur E,

Kerg ={e}.

Nous avons prouvé que ¢ est un monomorphisme de groupes.

Il s’ensuit que la corestriction de ¢ a G/, que nous noterons , est
un isomorphisme de groupes. Soit y’ le morphisme de groupes de
G’ dans Sy associé a I'action naturelle de G’ sur E’. Il est définie
par Yg(x) = g(x) pour tout (g,x) € G’ x E. Pour tout (g,x) € G xE,
ona

P(g) - Ax) =P(g)(A(x))
=\ oygoA™H(A(x)
=Alyg(x))
=A(g-x),

ce qui nous permet de conclure que I'action de G sur E est équiva-
lente a I'action naturelle de G’ sur E’.



CHAPITRE VI

Groupes finis. Théoremes de Sylow

1. Soit H un sous-groupe de Sylow de D,,.

Si H est d’ordre impair, alors H € (p) ou p est la rotation d’angle
2m/n, car tous les éléments de D, \ (p) sont d’ordre 2 (proposition 3.72).
Par conséquent, H est un sous-groupe de (p), donc il est cyclique
(théoréeme 3.10).

Si H est d’ordre pair, alors H est un 2-sous-groupe de Sylow. Comme
o(D,) =2n avec n non divisible par 2, le sous-groupe H est d’ordre 2,
donc il est cyclique.

3. 35=5x7avec5 et 7 premiers, 7# 1 (mod 5) et5# 1 (mod 7), donc
selon la proposition 6.16, tout groupe d’ordre 35 est cyclique.

4. Soit G un groupe d’ordre 42 = 6 x 7. Notons n7 le nombre de 7-sous-
groupe de Sylow. D’apres le second théoreme de Sylow, n7 |6 et ny =1
(mod 7) d’ou1 n7 = 1. Le groupe G possede un unique 7-sous-groupe
de Sylow. D’apres le corollaire 6.9, il est normal dans G, il s’ensuit que
le groupe G n’est pas simple.

5. a) D’apres le second théoreme de Sylow, le nombre de 7-sous-
groupes de Sylow est un diviseur de 56 congru a 1 modulo 7, donc
n7 est égala 1l ou 8.

b) Supposons que n; = 8. Tout élément d’ordre 7 engendre un 7-sous-
groupe, donc appartient a un 7-sous-groupe de Sylow d’apres le se-
cond théoréme de Sylow. Comme 0(G) = 23 x 7, les 7-sous-groupes
de Sylow sont d’ordre 7. Etant donné que 7 est un nombre pre-
mier, I'intersection de deux de ces sous-groupes distincts est trivial
(théoreme de Lagrange) et chacun de ces sous-groupe de Sylow a
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exactement 6 éléments d’ordre 7 (corollaire 2.10 du théoréeme de
Lagrange). Il s’ensuit que le groupe G comporte 6 x 8 = 48 éléments
d’ordre 7.

Toujours d’apres le second théoreme de Sylow, n, est un diviseur
impair de 56, donc 7, est égal a 1 ou 7. Chacun des 2-sous-groupes
de Sylow est d’ordre 8. Or, nous avons déja 48 éléments d’ordre 7, si
bien qu'il ne reste que 8 éléments pour former ces 2-sous-groupes
de Sylow, donc n, = 1.

c) D’apres les questions précédentes, nous avons n; =1 ou ny = 1. Le
corollaire 6.9 permet de conclure que dans les deux cas le groupe
n’est pas simple.

6. Soit G un groupe d’ordre 300. Puisque 300 = 22 x 3 x 52, il admet au
moins un 5-sous-groupe de Sylow S. Notons 7n5 le nombre de 5-sous-
groupe de Sylow. D’apres le second théoreme de Sylow, n5 est congru
a 1 modulo 5 et ns5 divise 6, donc ns € {1,6}. Si n5 =1, alors S <G, donc
G n’est pas simple. Si n5 = 6, alors [G: Ng(S)] =6 (corollaire 5.20). Or
300 ne divise pas 6!, donc G n’est pas simple (proposition 5.17). Nous
avons démontré qu’il n’existe pas de groupe simple d’ordre 300.

12. Pour tout g€ G, ona gHg ' < gKg~! =K et |gHg™!| = |H|, donc
gHg™! est un p-sous-groupe de Sylow de K. D’apreés le second théo-
réme de Sylow, les p-sous-groupes de Sylow gHg~! et H sont conju-
gués dans K, c’est-a-dire qu'il existe x € K tel que gHg ! = xHx "'
Comme H<K, il vient gHg ™! = H. Ainsi nous avons prouvé que H<IG.

13. S’ est un p-sous-groupe de G. D’apres le second théoréme de
Sylow, il existe un p-sous-groupe de Sylow S de G tel que S’ =S d’ott
S'=8'NnH<SNH. De |SNnH]|||S|, on déduit que SNH est un p-sous-
groupe de H. Comme S’ est un p-sous-groupe de Sylow de H, néces-
sairement S’ =S NH, ce que 'on voulait démontrer.



1.

b)

CHAPITRE VII

Suites de composition

a) Soit K un sous-groupe normal minimal de G. On sait que Z(K) C
K (proposition 4.43) donc Z(K) <G (proposition 4.44). La minimalité
de K implique Z(K) = (e) ou Z(K) =K.

Commencons par montrer que KL est un sous-groupe de G. De
K <G, on déduit LKL™! ¢ K, puis LK € KL. De méme, L <G im-
plique KL € LK, si bien que LK = KL. La proposition 1.47 permet de
conclure.

Montrons que I'application
@: KxL—KL,(k,[)— ki

est un isomorphisme de groupes.
Vérifions que k!l = Ik pour tout (k,[) € K x L. Nous savons que

K<GetL<G = KNnL<1GetKnL<K.

La minimalité de K implique que KNL = (e) ou KNnL =K. Suppo-
sons que KNL =K. On a alors K € L. La minimalité de L et K#L
impliquent que K = (e), puis KNnL = (e). On en déduit que si ke K
et [ €L alors

Klk7'I ' =k Y eK et klkTUT = (klkYHiT el

c’est-a-dire klk~'I7' e LnK = (e), donc ki = Ik.
Lapplication ¢ est un homomorphisme de groupes. En effet, pour
tout (k,])eKxLet (k/,I')eKxL,ona

ok, Dok, 1N = kIK'lI =kK'll' = kK, 11"y = o((k, D(K', 1)).
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Par construction, ¢ est clairement surjectif. Enfin, soit (k, ) € K x
L tel que @(k,1) = e, c’est-a-dire kI = e. Alors k = I"'eKnL et
=k 'eKnL, si bien que (k,I) = (e,e); 'homomorphisme ¢ est
injectif.

En résumé, le sous-groupe KL est isomorphe au groupe K x L.

Soit H un sous-groupe normal de Z différent de (0). Il existe n € N*
tel que H = nZ. Soit H' = 2nZ. Alors H' <Z et H' < H avec H' # (0).
Donc H n’est pas minimal. On conclut que (Z,+) n’a pas de sous-
groupe normal minimal.



CHAPITRE VIII

Groupes abéliens
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CHAPITRE IX

Groupes libres. Générateurs et relations.
Produit libre de groupes
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