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ENONCE

Exercice 1 (4 points)
Commun a tous les candidats.

Une jardinerie vend de jeunes plants d’arbres qui proviennent de
trois horticulteurs: 35% des plants proviennent de I'horticulteur Hy,
25% de I'horticulteur Hy et le reste de 'horticulteur Hs. Chaque hor-
ticulteur livre deux catégories d’arbres: des coniferes et des arbres a
feuilles.

La livraison de 'horticulteur H; comporte 80 % de coniféeres alors
que celle de I'horticulteur Hy n’en comporte que 50 % et celle de I'horti-
culteur Hz seulement 30 %.

1. Le gérant de la jardinerie choisit un arbre au hasard dans son stock.
On envisage les événements suivants :
— H; : «I'arbre choisi a été acheté chez I'horticulteur Hy »;
— H,: «I'arbre choisi a été acheté chez I'horticulteur H; »;
— Hs: «'arbre choisi a été acheté chez I'horticulteur Hs »;
— C: «l'arbre choisi est un conifere »;
F: «I'arbre choisi est un arbre feuillu ».

2. a. Construire un arbre pondéré traduisant la situation.

b. Calculer la probabilité que I'arbre choisi soit un conifere acheté
chez I'horticulteur Hs.

c. Justifier que la probabilité de I'évenement C est égale a 0,525.

d. Larbre choisi est un conifere. Quelle est la probabilité qu’il ait été
acheté chez I'horticulteur H; ? On arrondira a 1073,
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FIGURE 1

3. On choisit au hasard un échantillon de 10 arbres dans le stock de
cette jardinerie. On suppose que ce stock est suffisamment important
pour que ce choix puisse étre assimilé a un tirage avec remise de 10
arbres dans le stock.

On appelle X la variable aléatoire qui donne le nombre de coniferes
de I’échantillon choisi.

a. Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les para-
metres.

b. Quelle est la probabilité que I'échantillon prélevé comporte exac-
tement 5 coniferes 2 On arrondira 2 1073,

c. Quelle est la probabilité que cet échantillon comporte au moins
deux arbres feuillus ? On arrondira 2 1073,

Exercice 2 (7 points)
Commun a tous les candidats.

Sur le graphique de la figure 1, on a tracé, dans le plan muni d’'un
repeére orthonormé (0;7, ), la courbe représentative ¢ d’une fonction f
définie et dérivable sur I'intervalle ]0;+ool.

On dispose des informations suivantes:
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— les points A, B, C ont pour coordonnées respectives (1,0), (1,2),
0,2);

- la courbe ¥ passe par le point B et la droite (BC) est tangente a
% en B.;

— il existe deux réels positifs a et b tels que pour tout réel stricte-

ment positif x,
a+blnx

fx)=

1. a. En utilisant le graphique, donner les valeurs de f(1) et f'(1).

b. Vérifier que pour tout réel strictement positif,
(b—a)—-blnx
! —
f (x) = T
c. En déduire les réels a et b.

2. a. Justifier que pour tout réel x appartenant a I'intervalle ]0;+ool,
f'(x) ale méme signe que —1In x.
b. Déterminer les limites de f en 0 et en +oo. On pourra remarquer
que pour tout réel x strictement positif,

2  _Inx
X)=—+2—.
f@ X X
c. En déduire le tableau de variations de la fonction f.

3. a. Démontrer que I'équation f(x) =1 admet une unique solution «
sur l'intervalle 10;1].

b. Par raisonnement analogue, on démontre qu’il existe un unique
réel f de l'intervalle ]1;+oo[ tel que f(p) =1.
Déterminer I'entier n telque n<p<n+1.
4. On donne l'algorithme de la figure 2 page suivante.
a. Faire tourner cet algorithme en complétant le tableau 1 page
suivante que I'on recopiera sur la copie.

b. Que représentent les valeurs affichées par cet algorithme ?
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Variables a, b et m sont des nombres réels
Initialisation  Affecter a a la valeur 0
Affecter a b la valeur 1
Traitement Tant que b—a > 0,1
Affecter a m la valeur %(a +b)
Si f(m) <1 alors Affecter a a la valeur de m

Sinon Affecter a b la valeur de m

Fin de Si
Fin de Tant que
Sortie Afficher a
Afficher b
FIGURE 2
étape 1 | étape 2 | étape 3 | étape 4 | étape5
a 0
b 1
b—a

m

TABLE 1

c. Modifier I'algorithme pour qu’il affiche les deux bornes d'un en-
cadrement de p d’amplitude 107!,

5. Le but de cette question est de démontrer que la courbe ¥ partage
le rectangle OABC en deux domaines d’aires égales.

a. Justifier que cela revient a démontrer que
1
_[1 f)dx=1.
e

10
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b. En remarquant que I'expression de f(x) peut s’écrire

2 1
—+2x—xlInx,
X X

terminer la démonstration.

Exercice 3 (4 points)
Commun a tous les candidats.

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie
ou fausse et justifier la réponse choisie.

11 est attribué un point par réponse exacte correctement justifiée.
Une réponse non justifiée n’est pas prise en compte. Une absence de
réponse n'est pas pénalisée.

1. Proposition 1: Dans le plan muni d'un repére orthonormé, 'en-
semble des points M dont I'affixe z vérifie 1'égalité |z —i| = |z +1i] est
une droite.

2. Proposition 2: Le nombre complexe (1 + iv/3)* est un nombre réel.

3. Soit ABCDEFGH un cube (figure 3).

FIGURE 3

Proposition 3: Les droites (EC) et (BG) sont orthogonales.

11
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4. LU'espace muni d'un repére orthonormée (O;7,7, k). Soit le plan &
d’équation cartésienne x+ y+3z+4 =0. On note S le point de coor-
données (1,-2,-2).

Proposition 4: La droite qui passe par S et qui est perpendiculaire
au plan £ a pour représentation paramétrique

xX=2+t
y=-1+4+1t ((eR)
z=1+3t

Exercice 4 (5 points)
Candidats nwayant pas suivi l'enseignement de spécialité.

Soit la suite numérique (u,) définie sur N par:
. 2 1
up = 2 et pour tout entier naturel n, u,+; = 3 Uy + gn +1.

1. a. Calculer u;, up, us et us. On pourra en donner des valeurs appro-
chées a 1072 pres.

b. Formuler une conjecture sur le sens de variation de cette suite.

2. a. Démontrer que pour tout entier naturel 7,
Up<n+3.
b. Démontrer que pour tout entier naturel 7,
1
Up+l —Up = 5(”""3 — Up).
c. En déduire une validation de la conjecture précédente.

3. On désigne par (v,) la suite définie sur N par v, = u, — n.

a. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de rai-
2

son 3-

12
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b. En déduire que pour tout entier naturel 7,
2 n
Up=2 (5) +n.
c. Déterminer la limite de la suite ().

4. Pour tout entier naturel non nul 7, on pose:

Sn

n
Sp=) Up=Up+U+---+U, et Tn:?~

k=0
a. Exprimer S, en fonction de n.
b. Déterminer la limite de la suite (T},).

Exercice 4 (5 points)
Candidats ayant suivi l'enseignement de spécialité.

On étudie la population d'un région imaginaire. Le 1°' janvier 2013,
cette région comptait 250 000 habitants dont 70 % résidaient a la cam-
pagne et 30 % en ville.

Lexamen des données statistiques recueillies au cours de plusieurs
années amene a choisir de modéliser I'évolution de la population pour
les années a venir de la facon suivante:

— l'effectif de la population est globalement constant;

— chaque année, 5% de ceux qui résident en ville décident d’aller
s'installer a la campagne et 1 % de ceux qui résident a la campagne
choisissent d’aller habiter en ville.

Pour tout entier naturel n, on note v, le nombre d’habitants de

cette région qui résident en ville au 1°' janvier 2013 + n et ¢, le nombre
de ceux qui habitent a la campagne a la méme date.

1. Pour tout entier naturel n, exprimer v, et ¢,+1 en fonction de v,
et cp.

0,95 0,01

0,05 0,99

réels fixés et Y = AX. Déterminer, en fonction de a et b, les réels ¢

2. Soit la matrice A =

a ~.
.On pose X = b ou a, b sont deux

etdtelsqueY = (C)
d

13
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Les résultats précédents permettent d’écrire que pour tout entier

naturel n,
Xnp+1 = AXy
N Un P .
ouX, = ( ) On peut donc en déduire que pour tout entier natu-
Cn
rel n,

X, = AXo.

1 -1 1 1
3. Soient les matrices P = etQ= .
5 1 -5 1

a. Calculer PQ et QP. En déduire la matrice P~! en fonction de Q.

b. Vérifier que la matrice P"'AP est une matrice diagonale D que
I'on précisera.

c. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1,
A" =PD"PL.
4. Les résultats des questions précédents permettent d’établir que
1 n 1 n
Up = 6(1 +5x0,94")vg + g(l -0,94")¢cp.

Quelles informations peut-on en déduire pour la répartition de la
population de cette région a long terme ?

14
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CORRIGE

Exercice 1
Commun a tous les candidats.

1. a. L'arbre de probabilité de la figure 4 décrit la situation.

080 ¢
080

02 —F

FIGURE 4

b. Lévénement «'arbre choisi est un conifere acheté chez 'horticul-
teur Hs » est I'intersection des événements C et H3. On trouve

P(CnH3) =P(H3) x Py, (C) = 0,40 x 0,3 =0,12.

c. Chaque arbre provient nécessairement d'une et d'une seule des
trois jardineries, donc les événements H;, H, et H3 forment une
partition de I'univers. De plus, chacun de ces événements a une
probabilité non nulle. Nous pouvons donc appliquer la formule
des probabilité totales. Nous obtenons

P(C) = P(H1)Py, (C) + P(H2) P, (C) + P(H3) Py, (C)
=0,35%x0,80+0,25x 0,5+ 0,40 x 0,30
=0,525.

15
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d. La probabilité que le coniféere provienne de I'horticulteur H; est
égale a
P(CnH;) PH)Py (C) 035x08 0,28

Pc(H)) = - - -
cH)=—55 P(C) 0525 0,525

= 0,533.

2. a. Le choix d'un arbre donne lieu a deux éventualités incompatibles:
— La réussite: I'arbre choisi est un conifere. Sa probabilité est

p=P(C) =0,525;
— Léchec:'arbre choisi est un feuillu. Sa probabilité est 1 — p =
0,475.

De plus, le tirage s’effectuant avec remise, les choix sont indépen-
dants. Lexpérience est donc un schema de Bernoulli et la variable
aléatoire X qui donne le nombre de coniferes de 1’échantillon
choisi suit la loi binomiale de parameétres p = 0,525 et n = 10.

b. La probabilité que I'échantillon comporte exactement 5 arbres est
égale a

10 5 5
PX=5)= 5 0,525° x 0,475” = 0,243.
c. La probabilité qu’il y ait au moins deux arbres feuillus est égale a
la probabilité qu’il y ait au plus 8 coniferes, soit

PX<8)=1-PX>8)
=1-PX=9)-PX=10)

10
=1-
g

~ 0,984.

10
0,525% x 0,475 — (10)0,525“’

16
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Exercice 2
Commun a tous les candidats.

1. a. On sait que le point B(1,2) appartient a courbe ¢ donc f(1) =2.
On sait aussi que la tangente a € en B est parallele a I'axe des
abscisses donc f'(1) = 0.

b. Soit x €]0;+oo[. Alors

blxx—(a+blnx)><1 (b—a)-blnx
fly=—= 5 = > :
b X
c. De f(1) = a on tire a = 2. Et de f’(1) = b— a, on déduit que b =2.
Finalement, pour tout x € ]0; +ool,

2+2Inx —Inx

f(x):T et f'(x)=

x2
2. a. Comme x? >0 pour tout réel x, le nombre dérivé f'(x) a le méme
signe que —Inx.

b. On sait que
lim Inx = —oc0

x—0*
donc
lim 2+2Inx = —oco.
x—0*
On sait aussi que
1
lim — =+o0
x—0" X
Finalement,
lim f(x) = —c0
x—0
De
. 2 . Inx
lim —=0 et lim — =0,
X—+00 X x—+00 X
on déduit

im0 =0

17
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P 0 1 +00
f'x) + 0 -
2
f(x) / \
—00 0
FIGURE 5

c. Voir la figure 5.

3. a. Existence. La fonction f est continue sur l'intervalle ]0; 1], de plus
lim,_g+ f(x) <1 et f(1) = 1, donc nous pouvons appliquer le
théoréme des valeurs intermédiaires qui affirme que I’équation
f(x) =1 posséde au moins une solution sur 'intervalle ]0;1].
Unicité. La fonction f est strictement monotone sur ]0;1], donc
I'équation f(x) =1 possede au plus une solution sur ]0;1].

Nous avons démontré que 'équation f(x) =1 possede une et une
seule solution sur I'intervalle ]0;1].

b. ATlaide de la calculatrice, on trouve f(B)=1,04=1et f(6)=0,93<
1. Comme la fonction f est continue sur l'intervalle [5;6], le théo-
réme des valeurs intermédiaires nous dit que I'équation f(x) =1
admet une solution sur l'intervalle [5;6]. D’apres I’énoncé, cette
équation posséde une unique solution sur ]1; +oo[, donc 5 <3 <6.
Puisque f(5) #1 et f(6) # 1, nous concluons que n <pfp<n+1
avec n=>5.

4. a. Voir la table 2 page ci-contre.

b. L'algorithme affiche les bornes d'un encadrement de o d’ampli-
tude inférieure ou égale 2 1071

c. Pour obtenir un encadrement de p d’amplitude 107}, il suffit d’ini-
tialiser les valeurs de a et de b avec respectivement la borne

18
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étape 1 | étape 2 | étape 3 | étape 4 | étape 5
a 0 0 0,25 0,375 0,4375
b 1 0,5 0,5 0,5 0,5
b-a 1 0,5 0,25 0,125 0,0625
m 0,5 025 | 0375 | 04375 [
TABLE 2
Variables a, b et m sont des nombres réels

Initialisation  Affecter a a la valeur 5
Affecter a b la valeur 6
Traitement Tant que b—a>0,1
Affecter a m la valeur %(a +b)
Si f(m) <1 alors Affecter a a la valeur de m
Sinon Affecter a b la valeur de m
Fin de Si
Fin de Tant que
Sortie Afficher a
Afficher a+0,1

FIGURE 6

inférieure et la borne supérieure de I'’encadrement trouvé a la
question 3.a., de remplacer f(m) <1 par f(m) > 1 car la fonction
est décroissante sur [2;+o0l, et enfin de remplacer b par a+0,1 a
la sortie de facon a avoir une amplitude de 10~!. Voir 'algorithme
figure 6.

5. a. La courbe ¥ partage le rectangle OABC en deux domaines. No-
tons 9 celui qui est délimité par la courbe € et les droites d’équa-
tions x =1 et y =0 (figure 7 page suivante). Les deux domaines
ont la méme aire si et seulement si 'aire du domaine & est égale

19
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C B
7 7
ol 1 I i A
e
FIGURE 7

a la moitié de l'aire du rectangle OABC. Le rectangle a une aire
égale a 2. Notons x I'abscisse du point d’intersection de la courbe
avec le segment [OA]. Comme x( €]0;1] et que la fonction f est
positive sur l'intervalle [xg; 1], I'aire du domaine 2 est égale a

1
f fx)dx.
X0

Calculons xg. Sur ]0;1], on a les équivalences

2+2Inxy

Z "0
X0

<~ 2+2Ilnxy =0

flxg) =0 <=

— Inxy=-1

1
<~ Xp=-—.

Finalement, la courbe ¥ partage le rectangle OABC en deux do-
maines d’aires égales si et seulement si

1
fl f)dx=1.

e

20
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b. Déterminons une primitive de la fonction f. Pour cela, remar-

quons que

2+2Inx 1
flx)=———=2(1+Inx)—.
x X

c’est-a-dire que f(x) est de la forme
f0 =2u@u (x),
ol u est la fonction dérivable définie sur ]0; +oo[ par u(x) = 1+Inx.

Nous en déduisons qu'une primitive de la fonction f est la fonc-
tion u2. Il ne nous reste plus qu’a calculer 'aire du domaine 2.

On trouve
112
1+ln(—)) .
e

1 1
fl f(x)dx = (1) - u? (E) =(1+Iln1)*-
Comme ln(%) =—Ine=-1, il vient

1
fl fx)dx=1,

ce qui acheéve la démonstration.

Exercice 3
Candidats n'ayant pas suivi l'enseignement de spécialité.

1.

La proposition est vraie. Soient A, B et M les points d’affixes respec-
tives —i, i et z. Les nombres complexes z—i et z+1i sont les affixes des
vecteurs AM et BM. Donc |z—il = |z +1| si et seulement si MA = MB.
On conclut que 'ensemble cherché est la médiatrice du segment
[AB].

Solution alternative. Léquation |z —i| = |z +i| est équivalente a
I'équation |z—il? = |z +i|%. Posons z = x +iy avec x,y € R. Alors

21
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z—i=x+i(y-1)etz+i=x+i(y+1), donc
lz—il=z+i] < x2+(y—1)2:x2+(y+1)2
<:>y2—2y+1:y2+2y+1
— —2y=2y
— y=0.

Nous retrouvons que I'ensemble cherché est I'axe des abscisses.

2. La proposition est fausse. En effet,

arg(l +i\/§)4 =4arg(l+ i\/§) = 4arg(% + 16)

4
= & (mod 2m).
2 3

Or %” #0 (mod 71), donc (1 +iv/3)* n'est pas un nombre réel.

3. La proposition est vraie. Dans le repére orthonormal (A;E,E,Kﬁ),
on consideére les vecteurs EC(1,1,-1) et BG(0,1,1). Comme le repere
est orthonormal, le produit scalaire des deux vecteurs est donnée
par la formule

EC-BG=1x0+1x1+(~1)x1=0.

On en déduit que les droites (EC) et (BG) sont orthogonales.

4. La proposition est vraie. Le vecteur i(1,1,3) est a la fois un vecteur
directeur de la droite et un vecteur normal au plan 2. Donc la droite
est perpendiculaire au plan &. De plus, on vérifie que le point S est
le point de la droite de parametre ¢ = —1.

Exercice 4
Candidats wayant pas suivi l'enseignement de spécialité.

1. a. On trouve

2 1 7
ur=—-ug+-x0+1=—-=2733,

3 3 3

2 1 26
U=—-u+-—x1+1=— =289,

3 3 9

22
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et en procédant de la méme maniere,

97 356
us=—~=359 et uys=—~=4,40.
27 81

b. Etant donné que Uy < Uy < Up < Uz < Uy, NOUS conjecturons que
la suite (u;) est croissante.

2. a. Démontrons par récurrence que pour tout entier n =0,
U, <n+3.

Linégalité est vraie pour n=0; en effet ug =2 < 3.
Supposons l'inégalité vraie pour un entier n = 0. Partons de la
définition de la suite (uy),

2 1
Ups1 = gun+ §n+ 1,
et utilisons I'hypothese de récurrence,
Up<n+3,
pour en déduire I'inégalité
<2 (n+3)+ Lot
Ups1 S = (n —-n+1.
n+1 3 3
Réduisons le membre de droite,

Upt1 Sn+3.

ajoutons lui 1,
Upr1 S (m+1)+3,

et nous avons l'inégalité a démontrer appliquée a 'entier n + 1.
Nous avons démontré que u, < n+ 3 pour tout entier n = 0.

b. La différence entre deux termes consécutifs de la suite (u;) est
égale a

2 1 1
un+1—un=gun+§n+l—un=§(n+3—un).

23
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c. Soit n un entier naturel. L'inégalité n +3 — u, =0, et '’égalité pré-
cédente impliquent immédiatement que

Up+1— Uy <O0.

La conjecture est démontrée: la suite (u,) est croissante.
3. a. Déterminons v, en fonction de v,. Pour tout entier n = 0, nous

avons

2 1 2
vn+1:un+1—(n+1):gun+§n+1—n—1:§(un—n): Up.

2
3
2
3

Donc la suite (v,) est une suite géométrique de raison g =

b. Le premier terme de la suite géométrique (v,) est vy = ug—0=2.
Pour tout entier n = 0, le terme de rang n de la suite (v,,) est égal

a
2 n
Up= qun =2(§) ,
et celui de la suite (u;) est égal a

2 n
unzvn+n=2(§) + n.

n 2 ez 2 2
c. Comme (%) > 0, I'égalité précédente montre que u, = n pour
tout entier n = 0. Comme la suite (n) tend vers +oo, un théoréeme
de comparaison sur les limites nous permet de conclure que

lim wu, = +oco.
n—+oo

Solution alternative. La suite géométrique (v;) a une raison
q=1% tel que |g| <1, donc
lim v, =0.
n—+oo "
Bien entendu,

lim 7= +oco.
n—-+oo

On en déduit la limite de la somme,

lim u; = +oco.
n—+00

24
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4. a. Soit n un entier naturel non nul. On a

n
Sn:Z(Vk+k) ka+2k
k=0

k=0

Le terme Y.}/ vy estla somme des n+1 premiers termes d'une
suite géométrique de raison 5 2 et de premier terme 2, donc

n 1_ Z n+l 2 n+1
ka:2x¢: (1—(—) )
1 3
Le terme ZZ:O k est une somme bien connue,

n(n+ 1)

P
Finalement, pour tout entier n =1,

1 5 1 2 n+1
Sp=-n"+-n+6(1-|= .
2 2 3

b. Soit n un entier naturel non nul. En divisant la formule précé-
2 nous obtenons

dente par n°,
1 1 6( (2)”“)
Tp=-+—+—|1-|= .
2 2n n? 3
Nous savons que

1 6 2 n+1
lim — =0, lim — =0 et Ilim (—) =0,

n—+oo 21 n—+oo p2 n—+oo | 3

donc par sommes et produit, nous en déduisons que

1
lim T,=-
n—+oo 2
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METROPOLE Exercice 4 (spécialité)

Flux Effectif

Migration des citadins vers les campagnes 0,05v,,

Migration des ruraux vers les villes 0,01c,

FIGURE 8 — Flux migratoires entre les années 2013+ n et 2013+ n+1.

Exercice 4
Candidats ayant suivi l'enseignement de spécialité.

1. Soit n un entier naturel. A 1’aide de la table 8, on trouve

Unt+1 = Upn — 0,050, +0,01cp,
Cnt1=Cn+0,050, —0,01cy,

soit
Vn+1=0,95v,+0,01c,
cn+1=0,05v,+0,99¢;,.

2. Effectuons le produit de A par X:

0,95 0,01)(a) (095a+0,01b
Y=AX= - _
0,05 0,99/\b)  0,05a+0,99b

donc

¢=0,95a+0,01b,
d =0,05a+0,99b.

3. a. Calculons PQ,

puis QP,



METROPOLE Exercice 4 (spécialité)

On constate que P (1Q) =T et (§Q) P =T ou I est la matrice identité
de dimension 2. On en déduit que la matrice P est inversible et
que

pl=1q
sQ

b. Calculons P~!AP. Nous avons

1
PIAP = —QAP

6
1({1 1 0,95 0,01 1 -1

= - X X
6\-5 1 0,05 0,99 5 1
1/ 1 1 1 -1

= - X
6\-4,7 094 5 1

_1/6 0

610 564]

Le produit P~!AP est égale a la matrice diagonale

1 0
0 094)
c. Montrons par récurrence que A” = PD"P~! pour tout entier n > 1.

Légalité est vraie pour n = 1; en effet, nous savons que P~'AP = D,
donc A=PDPL.
Supposons 1'égalité vraie pour un entier n = 1. Alors

A"l = Ax A" =PDP!PD"P~! =PDD"P! =PD**1P !,

L'égalité est vraie pour I'entier n+ 1.

Nous avons démontré que 1'égalité A” = PD"P~! est vraie pour
tout entier n = 1.

4. Déterminons les limites des suites (v;,) et (cj).
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METROPOLE Exercice 4 (spécialité)

Comme |0,94| <1, 0n a

lim 0,94" =0,
n—+oo
si bien que
. 1 1
lim v, ==(vg+ cp) == x 250000 ~ 41667.
n—+oo 6 6

Nous concluons qu’a long terme, la population sera composée de

—24510%%70 ~ 17% de citadins et de 83% de ruraux.
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Polynésie

8 juin 2013
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Sujet 6

Pondichéry

16 avril 2013
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